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AVIS ESSENTIEL 


QoicoDqae ne voudra apprendre que les vérités de la Géométrie 
les plus utiles , exposées de la nunière la plus simple, pourra passer 
tout ce qui est imprimé en petits caractères , et s’arrêter, dans le 
7° livre , à la prop. 23 , ou du moins à la prop. 28. 

Les candidats des écoles spéciales peuvent passer les articles 
marqués d’un astérisque ; cependant les jeunes gens qui se destinent 
à l'École polytechnique feront bien de les lire lorsque le reste de 
la géométrie leur sera familier. 

Enfin ceux qui voudront restreindre les applications des infini- 
ment-petits pourront le faire d'après une note qu’ils trouveront à 
la fin de l’ouvrage. 

Dans les renvois entre parenthèses, i. signifie livre , d. défini- 
tion, p. proposition, c. corollaire, r. remarque. Les renvois sans 
indication de livre se rapportent an livre courant. 

* ' ''*% 
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EXTRAIT 


DK 

. LA PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 


Dans cette Géométrie, le texte proprement dit 
contient tout ce qui est nécessaire aux écoles indus- 
trielles, aux écoles régimentaires. En y joignant ce 
qui est imprimé en petits caractères, sans astérisques, 
on a le cours complet de la première année de phi- 
losophie des collées royaux. Le reste contient les 
éléments de la théorie des transversales , etc. 

Les propriétés des corps ronds, le passage du 
commensurable à l’incommensurable sont traités 
d’après la méthode des infiniment-petits; le manus- 
crit de l’ouvrage a été présenté à S. Ex. le ministre 
de l’instruction publique en 1835, c’est-à-dire avant 
l’arrêté qui prescrit l’emploi de cette méthodeMans 
les classes des collèges. 

Les quatre premiers livres sont relatifs à la Géo- 
métrie plane, les trois derniers à celle de l’espace. 

Dans la Géométrie plane, on a distingué les sim- 
ples relations de position des relations métriques : 
le premier livre traite des relations de position par 
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lapporl à la ligue droite' ; le second, des relations 
de j)Osition par rapport à la ligne droite et au cercle ; 
le troisième contient les relations métriques linéaires: 
on y trouvera la similitude fondée sur l’idée des 
centres de similitude, idée indiquée il y a longtemps 
dans les Annales de mathématiques. Une seule défi- 
nition comprend tous les cas de cette théorie. 
Dans la prop. 8 , la division d’une ligne en parties 
égales est due à M. Chenou. La détermination de n 
est donnée par la méthode de Schw'ah, complétée 
par une discussion. — Le quatrième livre donne les 
relations métriques superficielles. 

La Géométrie de l’espace est divisée en trois livres : 
la théorie des plans , la théorie des polyèdres , et 
enfin celle des surfaces courbes élémentaires. 

> Dans la théorie des parallèles , on a repris le postalatnm d'Eu- 
clide ; le théorème 9 est dù à Schwab. 
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OBSERVATIONS SUR CETTE SECONDE ÉDITION 


Cette nouvelle édition préaente, par rapport à la première, un 
grand nombre d’améliorations de détail, et quelques changements 
essentiels que voici : 

Dans le troisième livre on a présenté les éléments de la théorie 
des infiniment- petits sans le secours des transformations algé- 
briques, très-simples pourtant, que l’on avait employées dans la 
première. — La prop. 31 a été simplifiée. Dans la discussion rela- 
tive à la détermination do 31, il y avait une assertion hasardée; 
on l’a remplacée par une analyse rigoureuse. 

Quatrième livre. — On a simpiifié la prop. 17. 

Slxtèma Itvrs. — On a fait de même de la mesure du prisme 
(prop. 12). 

Septième livre. — On a prouvé rigoureusement que le cylindre 
et le cône droits sont développables ; ce qui a conduit à supprimer 
les prop. 14 et 17 de la première édition. 

Dans la mesure du triangle sphérique, on s’est rapproché do la 
manière de Legendre, quant au raisonnement, tont en conservant 
les simplifications obtenues. 

Du reste , l’ordre des propositions a été conservé. 

Enfin aucun soin n’a été épargné pour que cet ouvrage devienne 
digne de l’accueil que la première édition a reçu. Qu’il me soit 
permis do remercier ici M. Boersen, professeur de mathématiques 
daus un de nos collèges, pour l’assistance toute bienveillante qu'il 
a bien voulu me prêter dans l'impression, tâche ingrate et diffi- 
cile. 

• 

P. S. Des études faites pendant les loisirs d’un long voyage ont 
conduit à que'quos variantes relatives aui livres 1 , fi et 7, Le lec- 
teur les trouvera dans la dernière note ; l’état avancé de l’impres- 
sion n'a pas permis de les insérer dans le texte. 
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EXPLICATION DES TERMES, SIGNES, ETC. 


Un axiome est une proposition évidente sans le secours d’aucun 
raisonnement. Telles sont les suivantes : 

1° Deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles ; 
3° Une grandeur est égale à la somme de toutes ses parties ; 

3° Une grandeur est plus grande qu'une de ses parties. 

Un théorème est une proposition dont la vérité devient évidente 
au moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Va problème est une question à résoudre. 

Corollaire est la même chose que conséquence. 

Postulatum ou demande est une supposition que l'on fait en la 
regardant comme vraie sans la démontrer. 

Pour indiquer l’addition de deux grandeurs A et B, on les sépare 
par le signe-»-, plus,. . . . A -+- B. 

La soustraction s'indique par le signe — , moins, .... A— B. 

La multiplication de A par B s'indique ainsi : 

A X B oh A . B. 

Pour indiquer la multiplication de A par B-»-C— D , on écrit 
Ax(B-»-C— D) ou A(B-»-C-t-Dj. 

Les signes X, ., et les parenthèses dans ce cas, s'énoncent: 
multtplié par. 

Les expressions 3 A, =A... signifient le triple de A, la moitié de A. 

d 

Le produit d’une grandeur A par elle-même, c'est-à-dire AXA , 
—1 

s'indique aussi par A ; le produit de trois facteurs égaux à A , ou 

-3 

A X -A X A , se représente par A. 

Le signe = signifie égal à. 

’ > plus grand que ou supérieur à. 

< plus petit que ou inferieur à. 

racine carrée de. 
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GÉOMÉTRIE 


ÉLÉMENTAIRE. 


LIVRE r. 
REL.VnOiNS DE POSITION. 
I-A LIGNE DROITE. 



Tout le monde sait ce que c’est qu’un corps. On peut 
imaginer des corps plus ou moins grands : car deux corps 
forment un tout plus grand que chacun d’eux. 

On sait aussi ce que c’est que la surface d’un corps. On 
peut, sur une surface, considérer des portions plus ou 
moins grandes. 

Défihition /. Si l’on dixise une surface en deux par- 
ties, la limite qui les sépare l’une de l’autre se nomme 
ligne. Il y a des lignes plus ou moins longues ; elles peu- 
vent avoir des formes différentes. 

Dêpinitio» II. L’objet de la géométrie est d’étudier et 
d’établir les propriétés des lignes, des surfaces, des corps, 
quant à leur grandeur relative et à leur forme. 

I 
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ObOMHTRlE. 


DÉFifunoy in. La propriélé des corps, des surfaces, 
des iignps, d’êlre plus ou moins grands, conslilue l’é- 
tendue. D’après cela , la géométrie s’appelle la science de 
l’étendue. 

DÉFtniTioy ir. Si une ligne se termine, scs extrémités 
se nomment des points ; on appelle encore point l’endroit 
où deux lignes se coupent. 

Définition r. D’un point à un autre on peut concevoir ' 
une infinité de lignes de formes et de longueurs diverses. 
Parmi toutes ces lignes il y en a une dont nous acquérons 
une idée nette par l’expérience : c’est la ligne droite qui 
est la plus courte de toutes les lignes qu’on puisse mener 
d’un point à un autre; de plus , d’un point à un autre on 
ne peut concevoir qu’une seule ligne droite, ce que l’on 
exprime en disant que deux points déterminent une droite. 
Enfin , une ligne droite ne peut se prolonger que d’une 
seule manière dans chaque sens. 

Définition vi. Toute ligne qui n’est ni droite ni com- 
posée de lignes droites se nomme une ligne courbe. 

Définition ru. On appelle plan une surface à laquelle 
une ligne droite peut s’appliquer dans tous les sens , de 
tcife façon que , dès qu’elle passe par deux points pris 
dans le plan , elle s’y trouve tout entière.- 

Définition nu. Toute surface qui n’est ni plane ni 
composée de surfaces planes est appelée surface courbe. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Deux plans quionl trois points communs non situés en ligne droite 
se confondent dans toute leur étendue. 

Fig. 1. En effet, supposons que les trois points A, B,C, qui ne sont pas 
en ligne droite, soient à la fois conteuus dans deux plans; si l'on 
tire la droite AB, elle aura deux points, A, B, dans chacun de 
ces deux plans, et sera par conséquent (d. 7) tout entière dans 
chacun ; il en est de mémo de la droite qui joint les points A et C. 
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Cela posé, soit pris dans le premier de nos deux plans un point 
quelconque E ; je dis que ce point est aussi dans le second plan. 
Car prenez sur AB, de l'autre côté do AC, par rapport an point E, 
un point quelconque D, et lirez la droite ÜE; celte droite sera 
tout entière dans le premier plan; car le point E par hypothèse 
est pris dans ce plan ; le point D y est puisqu’il est sur la droite AB, 
qui ellc-nièine y est tout entière; donc la droite DE, qui a deux ‘ 
points D , £ , dans le premier plan , y est anssi tout entière ; elle 
coupera donc la droite AC en un point F. Mais AC est aussi dans 
le second plan, par conséquent le point F est un point du second 
plan ; le point D aussi, puisque AB est aussi dans ce plan. Par con- 
séquent la- droite DF est dans le second plan, et son point E est ' 
également dans ce second plan. Il est donc prouvé que tçut point 
E du premier plan appartient aussi au second , et que , par suite , 
ces deux plans n'en font qu'un seul. 

CoTollaire. Donc deux Ogures planes dont les contours sont 
superposés, coïncident. 

Remarque. Dans les quatre premiers livres, toutes les 
figures seront supposées planes. 


Défihition IX. Deux droites AB, AC, qui sont situées Fig- 2. 
dans un même plan et sc coupent en un point A, forment 
entre elles un angle ; le point A se nomme le sommet de ' 
l’angle; les, droites AB, AC, se nomment les côtés. 

Pour se faire une idée nette de l’angle, on n’a qu’ii sup- 
poser que la droite AB, d’abord couchée sur AC et ne 
faisant qu’une seule et même droite avec celle-ci , tourne 
autour du point A, tandis que AC reste fixe; à mesure 
que ÀB tourne, l’angle qu’elle fait avec AC augmente. 

L’angle se désigne par trois lettres, dont une placée au 
sommet et les deux autres sur les côtés; la lettre du som- 
met se place entre les deux autres. Ainsi l’angle formé par 
AB et AC SC nomme l’angle BAC. 

Soit un second angle bac, plaçons le côté ne sur AC de 
façon que le point a tombe sur A; le point c tombera 
quelque part en E. Si l’on couche le plan bac sur le plan 
BAC, tro'îs cas pourront sc présenter : i® le côté aô peut 
tomber sur AB, de sorte que b vienne tomber en un point 
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F ; dans ce cas on dil que l’angle bac csl égal à l’angle BAC ; 
2® le côlé ab peut tomber entre AB et AC, par exemple, 
sur AD; et dans ce cas l’angle bac est dit plus petit que 
BAC, qui est la somme des angles BAD, DAC; 3° enfin, si 
le côté ab tombe hors de l’angle BAC, en AG je suppose, 
l’angle bac sera dit plus grand que BAC. On voit donc que 
l’on compare les angles sans avoir égard à la longueur de 
leurs eôtés. 

. Au lieu de désigner un angle par trois lettres , on peut 
le désigner par la seule lettre du sommet , s’il n’y en a 
qu’un qui ait son sommet au même point : ainsi on peut 
dire l’angle a. 

Fig . 3. Dbfitiitiôh X. Si une droite AB fait avec une droite DC 
deux angles adjacents BAD, BAG, égaux entre eux , cha- 
cun de ces angles est appelé angle droit , et la droite BA 
est dite perpendiculaire à DC. 

Remarque. Supposons, comme plus haut, que la droite 
AB, d’abord couchée sur AC, tourne autour du point A, 
dans le plan BDC, pour s’élever au-dessus de AC ; cette 
‘ droite mobile fera d’abord avec AC un angle plus petit 
qu’avec AD; mais, à mesure qu’elle tournera , elle s’écar- 
tera de AC pour se rapprocher de AD, ou, en d’autres 
termes, l’angle qu’elle fait avec AC augmentera , tandis 
que celui qu’elle fait avec AD ira en diminuant, de sorte 
qu’elle finira par prendre une position AM telle que l’angle 
MAC sera plus grand que MAD. On conçoit donc qu’il 
existe pour cette droite mobile, au-dessus de AC, une po- 
sition unique telle que AB, où elle fera, avec AC et AD, 
des angles égaux; c’est lorsque la droite mobile a pris 
celte position AB qu’elle est perpendiculaire à DC. Ainsi, 
à tout point A pris sur DC, il existe une perpendieulaire 
AB élevée sur DC , mais il est impossible de trouver du 
même côté de DC une seconde perpendiculaire menée par 
le point A dans le plan DBC, sur DC. 

De plus , si la droite FH est perpendiculaire à GI , qu'on 
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place le poinl F sur A de façon que la droite GI prenne la 
direction de DC et que le plan HGI tombe sur le plan DBG, 
on voit que FH doit tomber sur AB. Car si FH prenait une 
autre direction , telle que AE , comme la droite GI à la- 
quelle FH est perpendiculaire, tombe sur DC, il s’ensuit 
que AE serait perpendiculaire à DC en A; mais AB l’est 
aussi , et au point A il n’y a qu’une seule perpendiculaire 
sur DC. Donc FH prendra la direction de AB, et l’angle > 
HFI est égal à l’angle BAC , ce qui prouve que tous les • 
angles droits sont égaux. 

DÉFi.yiTiOif XI. Tout angle EAC plus petit qu’un angle Fig. 3. 
droit est appelé angle aigu. Tout angle EAD plus grand 
qu’un angle droit est appelé angle obtus. 

Définition xii. Deux angles dont la somme est égala 
à deux angles droits sont Sits supplémentaires ; on dit en- 
core que l’un est le supplément de l’autre. 

Remarque 1. Detix angles qui ont le même supplément 
sont évidemment égaux. 

Remarque 2. Le supplément d’un angle droit est lui- 
méme un angle droit. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Toutes les fois qu’une ligne droite CD en rencontre une f ig. 4. 
autre AB , les angles adjacents ADC , CDB , sont supplé- 
mentaires. 

Car si au point D on mène la droite DE perpendiculaire 
à AB, l’angle ADC se composera de ADE-|-EDC; donc ADC 
4-CDB=ADE-|“EDC-1-CDB; or ADE est un angle droit; 
EDC-t-CDB forme l’angle droit EDB; donc ADC-I-CDB 
vaut deux angles droits. 

Corollaire I. Si l’un des deux angles adjacents était Fig. 3. 
droit, l’autre le serait aussi (d. 12, i-. 2). Par conséquent, 
pour qu’une droite HF soit perpendiculaire a une autre 
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G1 , il suflil que l’un des deux angles adjacents GFU , IFII 
soit droit, puisque dès lors l’autre l’est aussi (d. 10). Donc 
si une droite FH est perpendiculaire à une autre GI, réci- 
proquement GF est aussi perpendiculaire à HK; car HF 
étant perpendiculaire à GI , l’angle GFH est droit , ce qui 
suffit pour que GF soit perpendiculaire à HK. 

Fig. 4. 'Rémarque. Si du point D on lire du même côté de AB 
tant de droites qu’on voudra, la somme des angles consé- 
• culifs ADH, HDG, GDC, etc., est la même que celle des 
deux angles droits ADE , EDB. 

PHOPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Fig. t. Réciproquement si deux angles adjacents kDC, CDB, 
font en somme deux angles droits, les côtés extérieurs 
AD, DB seront en ligne droite. 

Car si DB n’était pas le prolongement de AD, soit DK 
ce prolongement; la ligne ADK serait d.^oile, et la somme 
des angles ADC-f-CDK serait égale a deux droits; mais si 
cela était, la somme ADC+CDB serait plus petite que 
deux droits , ce qui n’est pas. Donc DK ne saurait cire le 
prolongement de AD. Donc DB est ce prolongement. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Si deux droites AB, CE, se coupent , les angles opposés 
au sommet sont égaux. 

Fig. 5. En effet, AB étant une ligne droite, l’angle ADC est 
supplémentaire de CDB (p.2); par une raison semblable, 
le même angle ADC est supplémentaire de’ADE; donc les 
deux angles ADE, CDB ont le même supplément et sont 
égaux (d. 12, r. 1). On prouve de même que ADC = BDE. 

Remarque t. La somme des 4 angles formés autour du 
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point D vaut 4 angles droits. Car (p. 2) la somme des an- 
gles ADC-j-CDB vaut 2 droits , de même que la somme des , 
angles ADE-l-EDB. 

En général, si d’un point D on mène, dans différentes 
directions , tant de droites qu’on voudra , la somme des 
angles consécutifs ainsi formés sera la même que celle des 
angles ADC, CDB, BOE, EDA, laquelle vaut quatre angles 
droits. 

Définition xiii. Une portion de plan ABC terminée Fig. fl, 
par trois droites qui se coupent deux à deux se nomme . 
triangle. • 

Définition xn\ Le triangle qui a deux côtés égaux Fig. 7. 
(AB=AC) est appelé triangle-isocèle. ' 

. PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Deux triangles ABC , DEF , sont égaux , s’ils ont un Fig. 8. 
angle égal (A D) , compris entre deux côtés égaux cha- 
cun à chacun, savoir AB=Dft, AC = DF. 

En effet, placez le côtç DF sur son égal AC, de façon 
que le point D tombe en A, le point F en C. Puisque l’angle 
D=A, le côté DE prendra la direction de AB, et comme 
DE=AB, le point E tombera en B, de sorte que le triangle 
DEF co'incide complètement avec le triangle ABC. Ces deux 
triangles sont donc égaux, et l’on aura aussi BC = EF, 
B=E,C=F. 

Corollaire. Si AB est égal à AC, et DE à DF, de sorte 
, que les deux triangles soient isocèles, on petit les super- 
poser d’une seconde manière, et ce , en plaçant le côté DF 
sur AB et-le côté DE sur AC; par conséquent, l’angle F 
sera égal à B ; mais F est déjà égal à C par ce qu’on vient 
de prouver. Donc les angles B et C, égaux à un même 
angle F, sont égaux entre eux. Ainsi, dans un triangle 
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isocfle, tes ailles B c/ C, opposés aux côtés égaux AC , 
AB, sont égaux. 


PROPOSITION VI. 

TBÉORÉME. 

Fig. 8. Deux triangles ABC , DEF , sont égaux , s’ils ont un 
côté égal (RC = EF) adjacent à deux angles égaux cha- 
cun à chacun, savoir B = E , C=F. 

Placez le côlé EF sur son égal BC , de manière que le 
point E tombe en B, le point F en C. Puisque l’angle E= B, 
le côté ED prendra la direction de BA , et le point D tom- 
bera quelque part sur BA; de même, puisque l’angle F=C , 
le côté FD prendra la direction de CA et le point D tom- 
bera quelque part sur CA. Donc le point D, devant tomber 
à la fois sur BA et sur CA , tombera en A ; ainsi les deux 
triangles coineideront, seront égaux et l’angle A sera égal 
à D , le côté BA à ED , et le côlé CA à FD. 

Corollaire. Si de plus on suppose l’angle Cz=B et l’angle 
F = E, on pourra superposer les deux triangles d’une se- 
conde manière. A cet effdt on place le point E en C et le 
point F en Jî; puisque les quatre angles B, C , E, F sont 
égaux, le côlé FD se dirigera sûr BA, le côlé ED sur CA, 
les deux triangles coïncideront, et le côté FD sera égal à 
BA; mais FD est déjà égal à CA, dont BA et CA sont 
égaux. Par conséquent, si, dans un triangle ABC , deux 
angle B et C sont égaux , les côtés AC , AB, opposés à ces 
angles , sont aussi égaux, et le triangle est isocèle. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

Fig. 9. Si deux côtés AB , AC d’un triangle ABC sont respecti- 
vement égaux à deux côtés AD , AC d’un second triangle 
ADC; si de plus l’angle BAC que comprennent les deux 
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premiers côtés est plus grand que l’angle DAC compris par 
les deux derniers , je dis que le' troisième côté BC du pre- 
mier triangle est plus grand que le troisième côté DC du 
second. 

Après avoir placé les deux triangles de façon que l’un 
des côtés égaux soit commun, divisez l’angle total BAD en 
deux parties égales par une droite AE. Puisque l’angle BAC 
est plus grand que l’angle CAD , cette droite AB passera 
dans l’angle BAC et coupera la droite BC en un point E; 
joignez DE. Actuellement, quelle que soit la ligne DCE, 
qu’elle soit droite ou brisée, CD sera plus petit que 
CE+ED. Mais les triangles BAE, EAD ont les angles BAE, 

EAD égaux comme moitiés du même angle, le côté AE 
commun , le côté AB = AD par hypothèse. Donc (p. 5) ils 
sont égaux et le côté ED=EB. Par conséquent CD, qui est 
plus petit que CE-|-ED, est aussi plus petit que CE+EB 
ou que CB. 

Corollaire, Réciproquement, si les côtés AB, AC sont 
respectivement égaux à AD , AC ; si de plus le côté BC est 
plus grand que le côté CD , je dis que l’angle BAC est plus 
grand que DAC. Car si l’angle BAC était plus petit que 
DAC, comme AC est commun, et que BA=AD, le côté BC 
serait, d’après ce qu’on vient de prouver, plus petit que 
CD, ce qui est faux; et si l’angle BAC était égal à DAC, 
les deux triangles auraient un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun ; ainsi ils seraient égaux 
(p. 5) et le côté BC serait égal à DC, ce qui est encore 
faux. Donc enfin l’angle BAC est plus grand que DAC. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux s’ils ont les trois côtés égaux Fig. 8. 
chacun à chacun. 

Soit le côté AB = DE, AC = DF, BC = EF; je dis que 
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l’angle A opposé au côté BC est égal à l’angle I) opposé à 
EF. Car si l’ahgic A était plus grand que D , comme les 
côtés AB, AC, qui comprennent le premier, sont égaux ' 
respectivement aux côtés DE, DF, qui comprennent le 
second , le côté BC serait plus grand que EF (p. 7 ); et si 
l’angle A était plus petit que D , le côté BC serait plus pe- 
tit que EF ; donc l’angle A=D, et les deux triangles ABC, 
DEF, ayant un angle égal compris entre côtés égaux, sont 
égaux (p. 5), de sorte que l’angle B=E , l’angle Cz=F. 

Remarque, Dans deux triangles égaux , les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux de part et d’autre. 

PIIOPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

10 . , De deux côtés d’un triangle celui-là est le plus grand 

qui est opposé ci un plus grand angle ; et de deux angles 
d’un triangle celui-là est le plus grand qui est opposé à 
un plus grand côté. 

1° Soit l’angle CAB plus grand que l’angle B, je dis que 
le côté CB est plus grand que le côté CA. Pour le prouver, 
laites l’angle DAB égal à B; le triangle DAB ayant les an- 
gles en B et A égaux, sera isocèle (p. 6 , c.), et le côté AD 
sera égal à DB. Mais la droite CA est plus petite que CD-+- 
DAj remplaçant DA par son égal DB, on a CA<^CD- 1 -DB, 
ou <\CB. 

2° Si le côté CB est supposé plus grand que CA , je dis 
que l’angle CAB sera plus grand que l’angle B. Car si cela 
n’était pas, l’angle CAB serait ou égal à B, ou plus petit 
que B; mais si l’angle CAB était égal à B, le côté CB serait 
■ égal à CA (p. 6 , c.); et si l’angle CAB était plus petit que 
B, le eôté CB serait, d’après ce qu’on vient de prouver, 

. plus petit que CA. Ces deux conséquences étant absurdes, 
il en résulte que l’angle CAB^B. 

. 11 - DÉFiMiriofi XI. Dans un triangle ABC, l’angle BCD 
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formé par iin côté BC avec le prolongement CI) d’un autre 
côté, s’appelle angle extérieur. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Tout angle extérieur BCD d’un triangle ABC est plus Fig. il. 
grand que chacun des deux angles intérieurs opposés , 

BAC. 

Joignez le sommet A au point E milieu de BC, par la 
droite AE que vous prolongerez d’une quantité EF égale à 
AE, et tirez FC. Les deux triangles ABE, EFC auront les 
angles AEB, CEF égaux comme opposés au sommet (p. 4); 
le côté AE = EF par construction, et de même le côté 
BE = CE; donc (p. 5) ils sont égaux , et l’angle ABE op- 
posé à AE, sera égal à l’angle ECF opposé à EF qui =AE. 

Mais l’angle BCD est plus grand que l’angle ECF; donc 
BCD est aussi plus grand que ABE ou ABC. 

Pour prouver que l’angle BCD est plus grand que BAC,' 
on prolonge BC vers G , ce qui donne l’angle ACG égal à 
BCD (p. 4) , et on raisonne sur les angles ACG et BAC. 

Corollaire. Si l’angle BCA était droit, l’angle extérieur 
BCD , qui est son supplément, serait aussi droit (p. 2 , c.) ; 
donc chacun des angles ABC, BAC serait mqindrc qu’un 
angle droit. Si l’angle BCA était obtus , son adjacent BCD 
serait aigu , et chacun des angles ABC , BAC serait moin- 
dre que cet angle aigu. Donc, si dans un triangle il y a un 
angle droit ou obtus, les deux autres sont nécessairement 
aigus. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Veux droites perpendiculaires à une même troisième 
droite ne sauraient se rencontrer, ni sur cette troisième , ' 
ni au dehors. 
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En cfi'cl, si clics sc rencontraient sur lu troisième, on 
pourrait, au point de rencontre, élever à celle-ci deux 
perpendiculaires difTérentes , ce qui est impossible (d. 
10. r.). 

Fig. 12. En second lieu, si deux droites AB, CD, perpendicu- 
laires à une meme troisième droite EF, pouvaient sc ren- 
contrer hors de la droite EF, ces deux droites ÀB, CD for- 
meraient avec EF un triangle dans lequel les deux angles 
BEF, DFE seraient droits , ce qui est impossible. Donc AB 
et CD ne se rencontrent pas. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Fig. 13. Si d’un point A , pris hors d’une droite BC , on mène 
sur cette droite une perpendicuiaire AD, et différentes 
obliques AF, AE , AG , etc. : 

V La perpendiculaire AD sera plus courte que toute 
oblique AE, AG, etc.; 

2“ Deux obliques AE, AF, qui s’écartent de part et 
d’autre à égale distance du pied de la perpendiculaire 
sont égales. 

3° De deux obliques qui s’écartent inégalement du pied 
de la perpendiculaire , celle qui s’écarte le plus , est la plus 
longue. 

1* En effet, dans le triangle ADE, l’angle en D étant 
droit, l’angle AED sera plus petit qu’un droit (p. 10, c.); 
donc le côté AD, opposé à celui-ci, est plus petit que le 
côté AE opposé à l’autre (p. 9), c’est-à-dii-c que la perpen- 
diculaire est plus courte que l’oblique. 

2*’ Soient les deux distances égales DE, DF; je dis que 
les obliques AE, AF sont égales. Car les triangles ADE, 
ADF ont les angles en D égaux comme droits, le côté AD 
'commun, le côté DE = DF par hypothèse; ainsi (p. 5) 
ces deux triangles sont égaux, et le côté AE = AF; donc 
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les obliques égalemenl ucarlécs de la perpendiculaire sont 
égales. 

3° Soit DG ^ DF ; je dis que AG sera ]]> AF. Pour le 
prouver, prenons DE=DF, tirons AE. L’angle ADE étant 
droit, l’angle AED sera aigu et son adjacent AEG sera ob- 
tus ; donc , dans le triangle AEG , l’angle AGE sera aigu 
(p. 10, e.) et le eôté AG, opposé au plus grand angle, sera 
plus grand que AE ou que AF. 

Corollaire 1. Si deux obliques AE, AF sont égales, on 
peut conclure qu’elles s’écartent également de la perpen- 
diculaire AD. Car si elles s’écartaient inégalement, elles ne 
seraient pas égales. De même , de deux obliques inégales < 
la plus longue s’écartera le plus de la perpendiculaire. 

Corollaire 2. Dans un triangle isocèle AEF , la perpen- 
diculaire AD menée du sommet A sur le côté inégal EF, 
divise ce côté , ainsi que l’angle EAF' , en deux parties 
égales. 

Corollaire 3. D’un point A pris hors d’une droite BC , 
on ne peut mener sur cette droite plus de deux droites 
égales. Car si du point A on mène deux obliques quel- 
conques AE, AF égales entre elles, toute autre droite me- 
née de A sur 6C s’écartera de la perpendiculaire plus ou 
moins que AE , et sera , par conséquent , plus ou moins 
longue que AE. 

Remarque. La perpendiculaire menée d’un point A sur 
une droite BC étant la plus courte de toutes les droites 
menées de A sur BC , on la regarde comme In distance de 
ce point à cette même droite BC. 

PROPOSITION xni. 

THÉORÈME. 

La perpendiculaire DE, élevée sur le milieu C d’une droite Fig. 1 • 
AB de longueur donnée, est le lieu de tous les points éga- 
lement éloignés des extrémités A, B de cette droite. 
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Jl s’agil de prouver que tous les points de la perpendi- 
culaire DE sont également distants des extrémités A et D, 
et que tout point F pris hors de la perpendiculaire est 
inégalement distant de A et B. C’est là ce que signifie l’é- 
noncé précédent. 

Or, si l’on joint les points A et B à un point quelconque 
D de la perpendiculaire DE , les deux distances AC , BC 
étant égales, les deux obliques DA, DB le seront (p. 12, 
2“). Il en est de même de EA , EB, etc.; donc, d’abord 
tout point de la perpendiculaire DE, menée au milieu de 
AB , est également distant des extrémités A et B. 

En second lieu, si l’on joint les points A et B à un point 
quelconque F, pris hors de DE , par les droites AF, BF, 
l’une de ces droites coupera la perpendiculaire DE en un 
point D; joignez DB. La droite FB<^FD-|-DB; mais le 
point D étant sur la perpendiculaire DE, on a DB = DA ; 
donc FB<^FD-1-DA ou FA , et tout point pris hors de la 
perpendiculaire DE est inégalement distant des extrémi- 
tés A , B. 

Fig. 12. DÊjPHUTiofi XVI. Il a été démontré (p- 1 1 , 2”) que deux 
droites BA, CD, perpendiculaires à une même troisième 
droite EF ne se rencontrent pas. 

Deux droites BA, CD, qui sont situées dans le même 
plan et ne se rencontrent pas, quelque loin qu’on les pro- 
longe, sont dites parallèles. 

PROPOSITION XIV. 

POSTULXTCM. 

Fig. 12. D‘un point E pris hors d’une droite CD on ne peut me- 
ner qu’une seule parallèle à cette droite. 

Nous regardons cette propriété comme évidente. Ainsi 
- les deux droites AB, CD, perpendiculaires à une même 
droite EF ne se rencontrent pas : nous admettons que 
toute droite différente de AB, et menée par un point E 
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lie celle droite, renconlrera DC ; par exemple , les droites 
EK , EK', qui ne sont pas perpendiculaires à EF, rencon- 
treront DC, si pn prolonge suffisamment DC, ainsi que 

EK, EK'. 

Corollaire. Si deux droites AB, CD, sont parallèles, 
toute droite EF, perpendiculaire à CD, l’est aussi à AB. 

Car si EF n’était pas perpendiculaire à AB, au point E on 
pourrait élever une droite perpendiculaire à EF ; celle 
prétendue perpendiculaire serait parallèle à CD; mais AB 
est déjà parallèle à CD ; donc du même point E on pour- 
rait mener deux parallèles à la droite CD, ce qui est impos- 
sible. Donc EF est perpendiculaire à AB. 

PROPOSITION XV. 

THéORÈMi:. 

Deux droites AB, CD, sont parallèles si les angles inté- l'ig- 15. 
rieurs BFG, FGD, qu’elles font du même côté avec une 
troisième EH , sont supplémentaires. 

En effet, l’angle DGH est aussi supplémentaire de DGF 
(p. 2), par conséquent il est égal à BFG. Si donc les lignes 

FB, GD, pouvaient se rencontrer à droite de FG, elles for- 
meraient avec FG un triangle dans lequel un angle exté- 
rieur DGH serait égal à un angle intérieur opposé BFG, 
ce qui est impossible (p. 10). De plus, les angles AFG. 

GFB, valant ensemble 2 droits, ainsi que CGF, FGD (p. 2), 
si de ces 4 angles, qui font ainsi en somme 4 droits, on 
retranche les angles BFG, DGF, qui valent aussi 2 droits, 

'on aura les angles AFG, CGF, qui vaudront également 
2 droits, et l’on prouvera encore que les lignes BA , DC, 
ne sauraient se rencontrer à gauche de FG. Donc elles sont 
parallèles. 

Remarque 1. On arrive à la même conséquence en sup- 
posant : 

1° L’angle EFR = CGH , ou, ce qui revient au même. 
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AFG^l'GD. Car l’angle BFG, supplément de EFB (p. 2), 
ou dcAFG, le sera aussi de son égal FGD. Ainsi les angles 
BFG, FGD seront supplémentaires, et les droites AB, CD 
parallèles; 

2° L’angle AFE = DGH, ou, ce qui revient au même, 
BFG=CGF. Le raisonnement est le même que dans le pre- 
mier cas ; 

3“ Si l’on suppose l’angle EFB = EGD , on conclura 
que BFG, supplément du premier, l’est aussi du second , 
ce qui ramène à la prop. 15. De même, si l’on suppose 
BFG=DGI1, ou AFE=CGE, ou enfin AFH = CGH; 

4® Si l’on suppose EFA supplémentaire de CGH , on en 
conclura que BFG, égal au premier (p. 4), est supplément 
de FGD , égal au second ( p. 4 ). De même si l’on suppose 
EFB supplémentaire de DGH. 

Remarque 2. Si deux droites font avec une troisième 
d’un même côté de celle-ci deux angles intérieurs, dont 
la somme est plus petite ou plus grande que deux angles 
droits, ces deux droites, prolongées suffisamment, se 
couperont du côté où la somme des angles intérieurs est 
<[] 2 droits. 


PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Fig. ID. Si deux parallèles Kh , CD, sont coupées obliquement 
par une sécante EH : 

1“ Les 4 angles aigus formés par ces droites sont égaux; 
2“ les 4 angles obtus qu‘ elles forment le sontjmssi; cha- 
cun des 4 angles aigus est le supplément de l’un des 4 an- 
gles obtus : 

1* Je dis que l’angle EFB est égal à EGD ; çar si cela 
n’était pas, faisons l’angle EFB' EGD; d’après la Propo- 
sition précédente (r. 1,3®), la droite FB' serait parallèle à 
CD, ce qui ne se peut, puisque FB l’est déjà (p. 14). 
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Donc l’angle EFB=EGD; donc aussi AEG, qui est égal à 
EFB (p. 4), sera égal à FGD, cl par suite à son égal CGH 

2° Il résulte de là que les angles BFG, DGH, CGF, AFE 
sont égaux comme suppléments d’un même angle ou d’an- 
gles égaux. 

3° Puisque les angles obtus de la ligure sont tous égaux 
à BFG, et les angles aigus à BFE, qui est supplément de 
BFG (p. 2), on conclura que chacun des 4 angles obtus 
est le supplément de l’un quelconque des 4 angles aigus. 

Remarque. En comparant ces angles, on les distingue 
par leur position relativement à la sécante, en les appe- 
lant angfef alternes, s’ils sont situés de différents côtés de 
cette droite, et angles du même côté dans le cas contraire. 
On les dis|ingue encore en angles intérieurs ou internes 
s’ils sont traversés par l’une des parallèles, comme l’angle 
BFH traversé par CD, et angles extérieurs ou externes, 
dans le cas contraire ; tel est l’angle EFB. D’après cela on 
peut dire: 

1“ Les angles AFH , DGE, sont alternes internes et 
égaux ; de même BFG et CGE ; , 

2® Les angles AFE , DGH , sont alternes externes ; ils sont 
égaux. De même EFB, CGH; 

3° Les angles EFB, EGD, sont internes externes ; on les 
nomme encore angles correspondants: ils sont égaux. De 
même AFE et CGE , AFH et CGH , BFH et DGH ; 

4“ Les angles intérieurs d’un même côté BFG , DGF, sont 
supplémentaires; il en est de même de AFG efCGF. 

5° Les angles extérieurs d’un même côté EFB , DGH , 
sont supplémentaires; AFE et CGH sont dans le même, cas. 

Ces cinq propriétés sont toutes comprises dans la Pro- 
position 16; leurs réciproques forment la Proposition 15 
et la remarque qui y est jointe. ■> 

y 
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PROPOSITION XVII. 

THÉURÉME. 

Fig. 16. Deux angles qui ont les côtés respectivement parallèles 
ou perpendiculaires sont égaux ou supplémentaires. 

1° Soient les angles BAC, DEF, ayant les côtés AB , DE 
parallèles et diriges dans le môme sens par rapport à la 
droite, qui joindrait les sommets A et E; les côtés AC, 
EF sont aussi parallèles et de môme sens. Ces angles sont 
égaux. Pour le prouver, prolongez le côté DE jusqu’à la 
rencontre de AC en G. Les angles DEF, DGC sont égaux 
comme correspondants par rapport aux parallèles AC, Ef, 
coupées par la sécante DG (p. 16, r. 3"); les angles DGC, 
BAC sont égaux, comme correspondants par rapport aux 
parallèles AB, DG, coupées par la sécante AC; donc les 
angles DEF, BAC, égaux à un môme angle DGC, sont 
égaux entre eux. 

S’il s’agit des angles DEF, BAH, dont les côtés DE, AB 
.sont parallèles de môme sens, tandis que AH et EF sont 
parallèles de sens contraire, on prolonge AH vers C; d’a- 
près ce qu’on vient de prouver, l’angle BAC sera égal à 
DE^; mais BAH est le supplément de BAC; donc BAH est 
aussi le supplément de DEF. 

EnHn, si l’on veut comparer les angles DEF, H AI , qui 
' ont les .côtés parallèles et de sens contraire, on prolongera 
les côtés de l’angle HAI et l’on aura BAC , qui est égal à 
DEF, d’après ce qu’on vient de prouver, et à HAI, d’après 
la Proposition 4. Donc DEF=HAI. 

Ainsi , deux angles qui ont les côtés parallèlè6 sont 
égaux, si les côtés de l’un sont tous les deux dirigés, ou 
dans le môme sens que les côtés correspondants de l’autre, 
ou en sens contraire; ils sont supplémentaires, si un côté 
de l’un est de môme sens qu’un côté de l’autre, tandis que 
le second côté du premier est de sens contraire au second 
côté de l’autre. 
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2® Soient les angles BAC, bac, le côté ab étant supposé Fig- 1"- 
perpendiculaire à AB, ac à AC. Supposons l’aitgle BAC 
aigu et au point A élevons au-dessus de AC les droites 
AC', AB', respectivement perpendiculaires à AC , AB. Les 
droites AC, ad, étant perpendiculaires à AC, sont paral- 
lèles (p. 11 et d. 16); de même AB' est parallèle à ab; 
donc des deux angles en a l’un est égal à B'AC, l’autre 
est le supplément de B'AC. Mais l’angle B'AC =B' AC — 

CAC et BAC = B'AC-*-B'AB; or les angles B'AB, CAC - 
sont droits; donc BAC=B'AC. Donc aussi , des deux an- 
gles baé, bac, l’un est égal à BAC, l’autre en est le sup- 
plément. Si l’aqgle BAC n’est pas aigu , on prolonge CA 
vers la gauche pour former avec AB un angle aigu , et l’on 
raisonne comme on vient de le faire. 

PROPOSITION XVI II. 

THÉORÈME. 

Deux droites AB , CD , parallèles à une troisième EF, Fig. 18 . 
sont parallèles entre elles. 

Menez une droite quelconque GII perpendiculaire à EF, 
puisque AB est parallèle à EF, la droite GH sera aussi per- 
pendiculaire à AB (p. 1 4 , c,). De même CD étant parallèle 
à EF, GH sera perpendiculaire à CD; donc les droites AB, 

CD sont perpendiculaires à une même droite GH, et par 
conséquent elles sont parallèles (p. 11 et d. 16). 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

Les parallèles AB,- CD, comprises entre des parallèles 
AD,BC , sont égales. 

Tirez AC; les deux triangles ABC, ADC auront un côté Fig. 10. 
commun AC; les angles BAC, ACD sont égaux comme 
alternes internes par rapport aux parallèles AB, CD, cou- 

2 . 
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pécs par la sécaiile AC (p. 16, r. 1°); les angles BCA , CAD 
sont aussi égaux comme allerncs internes par rapport aux 
parallèles AD, BC , coupées par la même sécante AC. Donc 
les triangles ABC, ADC ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun et sont égaiix (p. 6); ainsi 
les côtés AB , CD , opposés à des angles égaux , sont égaux. 
De môme AD = BC. 

20. Corollaire. Si AD était perpendiculaire à DC, il le serait 
aussi à AB (p. 14, c.); BC, qui est parallèle à AD, serait 
aussi perpendiculaire à DC et à .AB. Les droites AD, BG 
mesurctil tians ce cas la distance des parallèles AB, CD, 
et comme AD=BC, il en résulte que deux parallèles sont 
partout également distantes. 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle ABC la somme des angles est égale à 
deux angles droits. 

•21. Prolongez BA vers E, et du point A menez AD parallèle 
à BC. Les angles B et EAD sont égaux comme correspon- 
’ dants par rapport aux parallèles BC, AD, coupées par la 
sécante EB; les angles C et CAD sont égaux comme alternes 
internes par rapport aux mômes parallèles coupées par AC ; 
donc B-+-C=;EAD-1-DAC , et si l’on ajoute de part et 
d’autre l’angle BAC, on a la somme des trois angles du 
triangle B-i-C-|-BAC , égale à la somme des trois angles 
consécutifs EAD+DAC-f-CAB , laquelle vaut deux angles 
droits (p. 2, r.). 

Corollaire I. Deux triangles qui ont deux angles égaux 
chacun à chacun ont aussi le troisième angle égal de part 
et d’autre. 

Corollaire 2. Si dans un triangle l’un des angles est 
droit, les <leux autres valent ensemble un angle droit, et 
l’un quelconque de ces deux angles aigus est dit complé- 
ment de l’autre. 
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Remarque. On a prouvé ci-dessus que B-f-C = EAD 
-f-DAC ou =EAC. Ainsi, dans tout triangle, l’angle ex- 
térieur EAC est égal à la somme des deux intérieurs op- 
posés B et C. 

DÉFimTiON XVII, Tout triangle ABC dans lequel il y a Kig. 6. 
un angle droit B se nomme triangle rectangle; le côté AC 
opposé à l’angle droit est appelé hypothénuse. . 

VÉPiNiTion xviji. Toute portion de plan terminée de i-ig. -22 
toutes parts par des lignes droites s’appelle un polygone. ' 
Le plus simple des polygones est le triangle. Le polygone 
de 4 côtés SC nomme quadrilatère ; celui de 6 côtés , pen- 
tagone; celui de 6 côtés, hexagone; celui de 7 côtés, 
eplagone ; de 8 côtés, octogone; de 10, décagone; de 12, 
dodécagone; de pentédécagone , etc. 

Définitiou XIX. Un polygone est dit convexe si le pro- Fig. 22. 
longement d’aucun côté ne vient couper le contour de ce 
polygone. 

Un polygone est appelé non convexe si les prolonge- Fig. 23. 
ments de certains côtés, tels que CD, DE, coupent le con- 
tour du polygone. 

Remarque, Tout polygone non convexe peut se décomposer en 
polygones convexes. Car si l'on considère un côté dont le prolon- 
gement coupe le coutour de la figure et qu’on prolonge ce côté en 
efret jusqu'à son premier point de rencontre avec le contour, le 
polygone sera décomposé en deux autres, qui auront chacun moins 
de côtés que la figure proposée. Opérant de même sur chacun de 
ces nouveaux polygones, s'il y a lieu , on décomposera le polygone 
proposé en d’autres qui auront do moins en moins de côtés. Donc 
on arrivera finalement, ou bien à des polygones convexes de plus 
de trois côtés, ou à des triangles , c'est-à-dire toujours à des poly- 
gones convexes. 

Défihitiou XX. On appelle diagonale toute droite telle j. jg, 24 
que AC ou BD qui joint les sommets de deux angles non * 2®- 
adjacents dans un polygone. 
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PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

La somme des angles intérieurs d'un polygone est égale 
à deux angles droits multipliés par le nombre des côtés, 
moins 4 droits. 

, Soit un polygone ABGDEF; d’un point O pris dans l’in- 
térieur tirez des droites aux sommets de tous les angles, 
de manière que le polygone soit décomposé en autant de 
triangles AOB, BOC, etc., qu’il a de côtés ;'dans chacun 
de ces triangles la somme des angles est égale à 2 angles 
droits (p. 20); ainsi la somme des angles de tous ces trian- 
gles est égale à 2 angles droits multipliés par le nombre 
des côtés du polygone, et pour avoir la somme des angles 
du polygone, il suffit de retrancher de ce produit la somme 
des angles en O, laquelle vaut 4 angles droits. Donc multi- 
pliez 2 angles droits par le nombre des côtés du polygone, 
et retranchez de là 4 angles droits, le reste sera la somme 
des angles intérieurs du polygone. 

Corollaire, Dans un quadrilatère, la somme des angles 
sera donc 2‘’x4 — 4' ou 4 droits; dans un pentagone, 
2''x6 — 4“*= J droits; dans un hexagone, 2‘'x6 — 4'* = 8 
droits; et en général dans un polygone.de n côtés, cette 
somme est 2'*Xn — 4“* ou 2‘'(n — 2). 

DÉFINITION' XXI. Le quadrilatère qui a les côtés oppo- 
sés parallèles se nomme parallélogramme. Dans un pa- 
rallélogramme les côtés opposés sont égaux (p. 19), 
c’est-à-dire AB = CD , AD=BC. Les angles opposés sont 
aussi égaux (p. 17). 

Parmi les parallélogrammes on distingue : 

Définition xxii. Le rectangle, dans lequel les côtés 
opposés AD , BC, sont perpendiculaires aux deux autres 
AB, CD, de sorte que les 4 angles sont droits; 

Définition xxiii. Le carré, dans lequel la même pro- 
priété a lieu , et où en outre les côtés adjacents AD , AB 
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sont t^aux; de sorte que dans cette dgure les 4 angles sont 
droits et les 4 côtés égaux ; ' 

DÈFiNiTioti XXIV. Le lozange est un parallélogramme Fig. 27. 
dont les côtés^ adjacents, et par conséquent les 4 côtés, 
sont égaux, les angles pouvant n’être pas droits. 

PROPOSITION XXII. 

TR^ORèlIE. 

Un quadrilatère est un parallélogramme ; 1° si les côtés 
opposés sont égaux ; 2° si deux côtés opposés sont égaux 
et parallèles. 

1 “ Soit AB = CD , AD = BC; je dis que la figure ABC!) Fig. 19. 
est un parallélogramme. En effet, tirez la diagonale AC; 
les triangles ABC, ADC auront le côté AC commun, le 
côté AB=CD le côté A D=:BC, par hypothèse; donc(p.8) 
ils sont égaux, et les angles ACD, BAC, opposés aux côtés 
égaux AD, BC, sont égaux. Mais ces angles ont par rapport 
aux droites AB, CD et AC, la position d’alternes internes. 

Donc les droites AB, CD sont parallèles (p. lô, r. 1"). On 
prouve de même que AD est parallèle à BC; donc ABCD 
est un parallélogramme (d. 20). ' 

2“ Supposons AB égal et parallèle à CD , et tirons AC. 

A cause des parallèles AB, CD, coupées par AG, les angles 
BAC, ACD sont égaux comme alternes internes. Donc les 
deux triangles BAC, DAC ont un angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun, savoir AC commun, AB = 

DC par hypothèse; ainsi ils sont égaux (p. 6), et l’angle 
I^AC = ACB. De là on conclut (p. lô, r. 1®), que AD et 
BC sont parallèles, et que la figure ABCD est un parallé- 
logramme (d. 20). 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

. 1 

Dans tout parallélogramme , les diagonales AC, BD se Fig. 2i 
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coupent mutuellement en deux parties égales et récipro- 
quement. 

Car la droite AB étant parallèle à DG, l’angle ABO = 
ODC (p. 16, l°),'et l’angle BAO=OCD; déplus, le côté 
AB=DC (p. 19). Donc ces deux triangles AOB, DOC sont 
égaux (p. 6), et les côtés AO, OC, opposés de part et 
d’autre à des angles égaux , sont égaux. De noéme DO=BO. 

Réciproquement si AO = OC et BO=OD, les triangles 
AOB, DOC seront égaux comme ayant l’angle AOB=DOC 
(p. 4) compris entre côtés égaux (p. 5); donc les angles 
BAC, ACD, opposés à des côtés égaux, sont égaux, et 
(p. 15, r. 1**) les droites AB, DC sont parallèles; de même 
AD, BC sont parallèles, et la Bgure ABCD est un parallé- 
logramme (d. 20). 

Remarque. 1° Dans le rectangle les deux diagonales sont 
égales. 

2° Dans le lozange les diagonales se coupent à angles 
droits. Car, comme le point B est également distant de A 
et C, de même que le point D, ces deux points sont sur 
la perpendiculaire élevée au milieu de AC (p. 13); donc 
BD est cette perpendiculaire. 

3° Dans le carré , qui est à la fois un rectangle et un 
lozange, les diagonales sont égales, se coupent à angles 
droits et en parties égales. 
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RELATIONS DE POSITION. 

LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE. 


Définition i. La circonférence du cercle est une ligne Fig. -28 
eourbe dont tous les points E, H, A, etc., sont également 
distants d’un point C situé dans le plan de cette ligne , et 
appelé centre. 

Définition //. Toute droite CE , CF, etc. , menée du 
centre à un point de la circonférence, se nomme rayon. 

Dans un même cercle tous les rayons sont égaux. 

Définition iii. Toute droite AB , passant au centre et 
terminée de part et d’autre à la circonférence, se nomme 
diamètre. Le diamètre est double du rayon. 

Définition ir. Un arc est une partie de la circonfé- 
rence , telle que BF, EF, etc. La droite EF, qui joint les 
extrémités d’un arc, s’appelle la corde ou sous-tendante' . 
de l’arc. 

PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

Une ligne droite ne saurait rencontrer une circonférence 
en plus de deux points. 
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Fig. 28. Car si une droite pouvait rencontrer une circonférence 
en trois points E, H, F, les trois rayons CE, CH, CF se- 
raient trois lignes égales menées d’un môme point C sur 
cette droite , ce qui est impossible (1. 1 , p. 12 , c. 3). 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Le diamètre est la plus grande corde et divise la cir- 
conférence en deux parties égales. 

Fig. 28. Car 1® soit une corde EF qui ne passe pas au centre; , 
tirez les rayons CE, CF; on a EF<^EC-f-CF ou <[[BC-|-C A 
ou <^BA. 

2° Si l’on fait tourner la partie ABH' du plan autour du 
diamètre AB, tout point H' de l’arc AH'B viendra coïnci- 
der avec un certain point de ÂIIB. Car si l’on tire CH', qu’on 
prenne l’angle ACH = ÂCH', la ligne CH' tombera sur CH , 
et comme CH' est égal à CH, le point H' tombera en H. 
Donc l’arc AH'B coïncidera avec AHB; donc AHB=AH'B. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Fig. 29. Le diamètre DD', perpendiculaire à une corde BC , di- 
vise cette corde et les arcs sous-tendus BDC, BD'C, cha- 
cun en deux parties égales. 

* Superposez la demi-circonférence DCD' avec DDD', le 
point C devra tomber quelque part sur l’arc DBD'; mais 
l’angle droit DEC coïncidant avec DEB , le point C doit 
* aussi tomber sur la droite EB; donc il tombera sur le 
point B. Ainsi la droite EC = EB, et l’arc DC , qui coïn- 
cide avec DB, est égal à DB; de mêmeD'B=D'C; donc le 
point E est le milieu de la corde et les points D , D' sont 
les milieux des arcs. 

CoroUaire. Le centre A , le milieu E de la corde et les 
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milieux D, D' des deux arcs sous-tendus BDC, BD'C sont 
donc quatre points en ligne droite, de sorte que toute 
droite qui passera par deux de ces points passera aussi 
par les deux autres , et sera perpendiculaire à la corde ; 
de plus, toute perpendiculaire abaissée d’un de ces quatre 
points, sur la corde, passera par les trois autres. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. • ■' 

Si dans un même demi-cercle ou dans des demi-cercles Fig. 30. 
égaux deux arcs BGC,EHF sont égaux: Vies angles au 
centre BA.C , EDF, qui interceptent ces arcs, sont égaux; 

2“ les cordes BC , EF de ces arcs sont égales ; 3“ ces cordes 
égales seront également éloignées du centre. 

Menez les rayons AG, DH, respectivement perpendicu- 
laires aux cordes BC, EF; ils passeront aux points I, L, 
milieux de ces cordes (p. 3). Placez ensuite le point D en 
A , le point E en B ; les deux circonférences coïncideront, 
et comme l’arc EF est égal à DC , le point F tombera en C 
et le point II, milieu de l’arc EHF (p. 3), coïncidera avec 
G, milieu de BGC. Donc, 1° l’angle ÈDF coïncidera avec 
BAC et lui sera égal ; 2° la corde EF coïncidera avec BC et 
lui sera égale. Enfin, le point L, milieu de EF, coïncidera 
avec I, milieu de BC , et la perpendiculaire DL sera égale 
à AI. Donc , 3° les cordes égales BC , EF sont également 
éloignées du centre. 

Remarque. Cette proposition offre trois réciproques. 

Par exemple, si l’on suppose les cordes BC, EF égales, les 
rayons BA, DE restant égaux , on conclura , par la super- 
position des deux triangles ABC, DEF, qui auront les 
côtés égaux deux à deux, que l’arc BGC = EHF et l’angle 
BAC = EDF, Si, au contraire, on suppose l’angle BAC = 

EDF, les triangles ABC, EDF auront un angle égal entre 
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côlés égaux, pouiTüiil se superposer, cl l’are B(îC coïn- 
cidera encore avec EHF. 

« 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Fig. 30. Si dans un même demi-cercle ou dans les demi-cercles 
égaux , on prend deux cordes inégales KM, EF, !“/« plus 
grande corde KM souslendra le plus grand arc ; 2° cette 
plus grande corde sera la moins éloignée du centre. 

1° Car dans les deux triangles KA.M, EDF, les côtés \K , 
AM sont égaux à DE , DF ; le côté KM est plus grand que 
EF ; donc (I. 1 , p. 7, c.) l’angle KAM sera plus grand que 
EDF. Cela fait, posons le point D sur A, le rayon DH sur 
AG, l’angle EDF se placera dans l’angle KAM , et par con- 
séquent l’arc BGC qu’il interceptera sera <^KGM. 

2* La corde EF coïncidant avec BC, cette droite BC sera 
aussi perpendiculaire à AG; or, évidemment Al^AO; 
donc DL, qui est égal à AI, sera plus grand que AO. Donc 
KM est moins éloignée du centré que EF. 

Remarque. Si l’on suppose l’arc KGM plus grand que 
l’arc EHF, on pourra conclure que la corde KM est ^EF. 
En effet, soient G, H les milieux des arcs; prenez GB = 
OC=EH , l’arc BGC sera égal à EHF, et l’angle BAC sera 
égal à EDF (p. 4); or, l’angle BAC est moindre que KAM; 
donc l’angle EDF est aussi <\KAM, et les deux triangles 
KAM , EDF ayant d’ailleurs les côtés KA, MA égaux à ED, 
DF, il s’ensuit (1. 1 , p. 7) que le côté EF est <^MK. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Fig. 31. Pour qu’une droite BC n’ait qu’un seul point D de com- 
mun avec une circonférence , il suffit et il faut qu’elle soit 
• perpendiculaire au rayon AD mené à ce point. 
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Supposons I» droite BC perpendiculaire en D au rayon 
AI); tout autre point E, pris sur celle droite, sera hors 
du cercle , puisque la droite AE , qui est une oblique, est 
plus longue que là perpendiculaire AD (1. 1, p. 12, 1”). 

Donc, pour que BC n’ait qu’un point de commun avec la 
circonférence, il suffit que cette droite BC soit perpendi- 
culaire à l’cxlrémilé d’un rayon. 

En second lieu , pour que BC n’ait que le point D de 
commun avec la circonférence, il faut que tous les autres 
points de BC soient plus éloignés du centre A que le point 
D; il faut donc que AD soit la plus courte distance du 
point A à la droite BC , e’est-à-dire que AD soit perpen- 
diculaire à BC (I. 1 , p. 12, r.). 

DÉFiyirroN r. Une droite qui n’a qu’un point de com- Fig. 31. 
mun avec une circonférence, se nomme une tangente; le 
point commun est appelé point de contact. 

Remarque. Puisque toute autre droite, menée par le 
point D, coupe la circonférence, il s’ensuit que par le 
point D on ne saurait mener une droite qui, aux environs 
de ce point, passe entre la circonférence et la tangente. 

Définition fi. Une droite qui rencontre la circonfé- pig. 31 . 
rence en deux points se nomme une sécante; telle est FG. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. • 

Deux parallèles interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux. 

Il y a trois cas : 1" Les deux parallèles sont des sécantes Fig. 32. 
AB, CD. Du centre O menez 01 perpendiculaire à AB; il 
le sera aussi à sa 4 >arallèle CD ( 1. 1 , p. 14 , c.). Mais ce 
rayon 01 étant perpendiculaire à ch.acune des cordes NP, 

LM, le point I sera le milieu de chacun des arcs NIP, L1M 
(p. 3), de sorte que NI = IP, LI = 1M, donc NI — LI = 

IP-IM ouNL=PM. 
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2° L’une îles parallèles est une sécante ÂB , l’autre une 
tangente ,EF. Menez le rayon OI au point de contact; il 
sera perpendiculaire à la tangente EF (p. 6), et par consé- 
quent aussi à sa parallèle AB; donc ce point I est le mi- 
lieu de l’arc LIM (p. 3) , et l’on a LI = IM. 

3° Les deux parallèles sont des tangentes EF, GH; me- 
nez la sécante ÂB parallèle à ces droites. P’après ce qu’on 
vient de prouver, on a LI = IM, LK=zMK; donc Ll-j-LK 
= MI-{-MK , ou ILK=IMK, et chacun de ces arcs est une 
demi-circonférence. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Deux circon férences de cercle ne sauraient avoir plus 
de deux points communs sans se confondre, 

Fig. 33. Soit une circonférence ayant son centre en A, et soient 
pris sur cette circonférence trois points quelconques B , 

, D ; je dis que toute circonférence qui passera par ces 
trois points se confondra avec la circonférence donnée. 
En effet, tirons les cordes BC, CD; aUx points E, F, mi- 
lieux de ces cordes, élevons des perpendiculaires EA, FA 
qui passeront au centre A (p. 3). Toute circonférence qui 
passera par les deux points B , C , devra avoir son centre 
également distant de ces deux points (d. 1 ) ; donc il sc 
trouvera sur la droite AE (I. 1 , p. 13); par la même rai- 
son , toute circonférence qui passera par les deux points 
C, D, aura son centre sur^AF; donc, si une seconde cir- 
conférence passe par les trois points B , C, D , elle aura 
son centre à la fois sur EA et sur FA, c’est-à-dire au 
point A, et comme cette seconde circonférence passe au 
point B , elle a'pour rayon AB et se confond avec la cir- 
conférence donniie. 
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PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Toutes les fois que deux circonférences se coupent en F>g. 34. 
deux points C , C', la ligne des centres AB est perpendi- 
culaire au milieu de la corde commune CC'. 

Car, si au milieu de la corde CC' on élève une perpendi- 
culaire, elle doit passer par le centre de chacun des deux 
cercles (p. 3, r.); donc cette perpendiculaire se confond 
avec la droite AB ; donc AB est perpendiculaire au milieu 
deCC'. 

Corollaire. Lorsque deux circonférences se eoupent en 
deux points , l’un de ees points est d’un côté de la ligne 
des centres, l’autre est de l’autre* côté, et aucun de ces 
deux points ne saurait être sur cette ligne, puisqu’elle 
passe au milieu de CC'. 

Remarque. Si deux cercles n’ont qu’un point commun , 
ce point ]cst sur la ligne des centres. Car s’il était d’un côté 
de cette ligne,' comme cette même ligne divise la figure en 
deux parties superposables, il s’ensuit qu’il y aurait encore . 
un| point commun de l’autre côté de cette ligne; il y aurait 
donc deux points communs, tandis qu’on n’en suppose 
qu’un seul. 

Définition ru. Deux cercles sont dits tangents lors- 
qu’ils n’ont qu’un point de commun : ce point commun ' 
s’appelle point de contact. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Pour que deux cercles soient tangents, il faut et il 
suffit que la distance des centres soit égale à la somme 
ou à la différence des rayons. 

1® En effet , si deux cercles se touchent extérieurement, Fig. 35. 
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lü ciistunce des centres est égale à la somme des rayons. 
Car le point commun est nécessairement sur la ligne des 
centres (p. 9, r.) entre les deuv centres A, B, de sorte que 
AB=AC-hBC. 

Réciproquement, supposons la distance des centres AB 
égale à la ^omme des rayons AC, CB. Les deux cercles dé- 
crits des points A et B comme centres avec ces rayons 
respectifs, passeront tous les deux au point C ; ils auront 
donc le point C de commun , et n’en auront pas d’autre. 
Car s’ils avaient deux points communs, aucun des deux 
ne serait sur la ligne des centres (p. 9, c.). Les deux cer- 
cles se touchent donc extérieurement. 

Fi^. 36. 2° Si les deux cercles sc touchent intérieurement, le 

point commun sera enqore sur la ligne des centres (p. 9, r.) 
et du même côté par rapport aux deux centres , de sorte 
que AB = AC — BC. 

Réciproquement, si AB = AC — BC, les deux cerolcs 
passeront en C, auront ainsi ce point C commun , et s’ils 
avaient plus d’un point commun , aucun de ces points ne 
serait sur la ligne des centres. 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Si deux cercles se coupent en deux points , la distance 
des centres est moindre que la somme des rayons, et plus 
grande que leur différence ; si deux cercles n'ont aucun 
point commun , la distance des centres est plus grande 
que la somme des rayons , ou plus petite que leur diffé- 
rence. 

Fi" 3i. fJcttx cercles se coupent en deux points, aucun de 

ces points n’est sur la ligne des centres (p. 9, c.). Donc 
chacun de ces points détermine avec les centres A et B un 
triangle comme ACB , dans lequel chaque côté est plus 
‘ petit que la somme des deux autres Ainsi AB*\ AC-f-BC, 
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Cl BC<]^ AB+AC,ou, relranchanl AC de part et d’aiilre, 

BC— AC<AB ou AB>BC— AC. 

2“ Si deux cercles n’ont aucun point commun, ils sont 
extérieurs l’un à l’autre comme à la figure 37„ ou bien l’un 
est dans l’autre, comme figure 38. Dans le premier cas on 
a évidemment AB^AC-j-DB; dans le second AB-t-DC= 

AC — BD, et par conséquent AB AC — BD. 

Remarque. Réciproquement, si la distance des centres 
est plus petite que la somme, et plus grande que la difTé- 
rence des rayons, les deux cercles se couperont en deux 
points. Car .s’ils n’avaient qu’un point commun , la dis- 
tance des centres serait égale à la somme ou à la différence 
des rayons (p. 10), et s’ils n’avaient aucun point com- 
mun , on vient de- voir que la distance des centres serait 
plus grande que la somme, ou plus petite que la diffé- 
rence des rayons. 

PROPOSITION XII. 

' PROBLÈME. 

Sur le milieu d’une droite AB élever une'perpendiculaire. Fig. 39. • 

Du point , comme centre avec un r.-iyon .\G plus grand 
que la moitié de AB, décrivez une circonférence CGD; du 
point B , comme centre avec le même rayon , décrivez un 
second cercle CHD. Ces deux cercles sc couperont en deu\ 
points; car chaque rayon étant plus grand que la moitié 
de AB , la somme des rayons sera plus grande que la dis- 
lanee des centres AB; d’ailleurs, les deux rayons étant 
égaux , leur différence , qui est nulle , est moindre que la 
même distanee AB. Donc ( p. 11) les cercles se couperont 
en deux points C, D; mais à cause des rayons égaux, cha- 
cun de ces points est également distant des points Aet B; 
donc C et D appartiennent à la perpendiculaire élevée au 
milieu- de AB (I. 1 , p. 13). Donc enfin CD est cette per- 
pendienjaire. 
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Remarque. Celle conslniclion serl à diviser une ligne 
en deux parlies égales; si l’on divise cnsuile chaque moilié 
en deux parlies égales el ainsi de suilc, on pourra diviser 
la ligne en 4,8, 16, elc., parties égales. 

PROPOSITION XIII. 

l’ROBLÈME. 

ig. 40. Rar trois points donnés A , B , C , non en ligne droite , 
faire passer une circonférence de cercle. 

Joignez AB, BC; aux milieux de ces droilcs élevez les 
perpendiculaires EF, DH ; je dis que ces deux {icrpendieu- 
laires se coiiperonl. Car si elles ne se coiipaicnl pas , clics 
scraienl parallèles; or AB , qui est perpendiculaire à EF , 
le serait aussi à sa parallèle DH (I. 1 , p. 14, c.); mais BC 
est déjà perpendiculaire à DU , et comme les trois points 
A , B , C ne sont pas en ligne droite, BC csl différent du 
prolongement de AB; donc du même point B on pourrait 
mener deux perpendiculaires sur la ménic droite DH, ce 
qui est absurde (I. 1 , p. 11). Ainsi les droites EF, DH se 
couperont en un point O. Or, ce point appartenant à EF, 
qui est perpendiculaire au milieu de AB, est également 
distant des points A et B (1. 1, p. 13); par une raison sem- 
blable, le point O est également distant des points B , C ; 
donc les trois distances OA, OB, OC sont égales, et le 
cercle décrit du point O avec le rayon OA , passera par les 
trois points A , B , C. 

Remarque. La même construction sert à faire passer un 
cercle par les trois sommets d’un triangle ABC , ce que 
l’on appelle circonscrire un cercle à un triangle. Elle sert 
encore à trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. 
Dans ce cas, on prend sur cet arc ou sur la circonférence 
trois points à volonté A , B , C; ou les joint par des cordes 
AB, BC, sur les milieux desquelles on élève les perpen- 
diculaires EF, HD , qui passeront toutes les deux ai> centre 
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(p. 3, c.) , el délormineront ce point par leur intersec- 
tion O. ^ 

PROPOSITION XIV. 

PROBLÈME. 

Par un point C pris sur une droite AB, élever une per- Fig. 4i. 
pendiculaire à cette droite. 

Prenez sur la droite AB les deux distances égales CE , 

CD; des points E, D comme centres avec iin même rayon, 
plus grand que DC , décrivez deux arcs qui se coupent en 
un point F ; ce point F sera également distant de D et E; 
il en est de même du point C; donc CF sera perpendicu- 
laire à DE (I. l , p. 13). 

PROPOSITION XV. 

, PROBLÈME. 

D‘un point A donné hors d’une droite DE mener une Fig. 42. 
perpendiculaire à cette droite. 

Du point A comme centre et d’un rayon suffisamment 
grand décrivez un arc qui coupe la droite DE en deux 
points B et C; de ces deux points comme centres avec tin 
même rayon, plus grand que la moitié de BC , décrivez 
deux arcs4]ui se coupent en un point F ; les deux points 
A et F étant également distants de C. et B, la droite AF 
sera perpendiculaire à BC ou DE. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 

Construire un triangle connaissant les trois côtés A, Fig. 43. 
B , C. 

Pour que le triangle soit possible , il faut que le plus 
grand des trois côtés soit moindre que la somme des deux 
autres; car dans tout triangle cette propriété a lieu. Si 

3. 
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cette condition est remplie, le triangle peut se construire. 

En effet, prenez une ligne DE égale au plus grand des 
trois côtés, c’est-à-dire à A; du point D comme centre 
avec un rayon égal à B, décrivez iin cercle;, du point E 
comme centre avec un rayon égal à C , décrivez un second 
cercle. Ces deux cercles se couperont; car la distance des 
centres DE est supposée plus petite que la somme B+C 
des rayons; de plus, puisque DE est plus grand que cha- 
cun des rayons, il est aussi plus grand que leur différence. 
Donc les cercles se couperont (p. 1 1) en deux points; soit 
F l’un de ces points; DEF sera le triangle demandé. 

Le triangle serait encore possible si A était égal au plus 
grand des deux autres côtés B , C, ou si les trois côtés 
étaient égaux. 

Dëfinitiou riii. Un triangle qui a les trois côtés iné- 
gaux est appelé triangle scalène. 

, DÉFiNiTiofi IX. Un triangle qui a les trois côtés égaux se 
nomme triangle équilatéral. Il a été prouvé (1. 1 , p. 6, c.) 
que si dans un triangle deux côtés sont égaux, les angles 
opposes le sont. Donc dans un triangle équilatéral les trois 

2 

angles sont égaux entre eux et à - d’angle droit (I. 1, 

O 

p. 20). Réciproquement, si les trois angles d’un triangle 
sont égaux, les trois côtés le seront (I. 1 , p. 6, c.). 

PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. > 

Fig. 44. Construire un triangle connaissant deux côtés A, B , et 
V angle compris C. 

' Tirez une ligne indéfinie GH et laites au point G un 
angle égal à l’angle C. A cet effet, du point C comme 
centre avec un rayon arbitraire CD, décrivez un arc DFE 
terminé aux côtés de l’angle, et tirez la corde DE. Du point 
G comme centre avec un rayon Gl égal à CD, décrivez un 
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arc indéfini, et du point I, avec un rayon égal à la corde 
DE, décrivez un nouvel arc qui coupe le premier en un 
point K; si l’on tire Kl, celte 'corde sera égale à DE, et 
comme de plus le rayon GI est égal à CD, l’arc ILK sera 
égal à DFE, et l’angle G à C (p. 4, r.). 

Actuellement on prendra GH égal à A, GM égal à B, on 
tirera MH, et GMH sera le triangle demandé (l. 1 , p. 6). 

PROPOSITION XVHI. 

PROBLÈME. 

Construire un triangle connaissant un côté et deux Fig' 45. 
angles. 

Premier cas. Les deux angles B , C doivent être adja- 
cents au côté donné : prenez une ligne DE égale à A ; au ‘ 
point D faites l’angle D égal à C , au point E l’angle E 
égal à B ; les côtés DF, EF se couperont si la somme B+C 
est plus petite que deux droits , et DFE sera le triangle 
demandé. 

Deuxième cas. L’angle C doit être adjacent au côté Aj 
et l’angle B opposé : sur une ligne GH égale à A faites 
l’angle G égal à C ; en un point quelconque I de la ligne 
G1 faites l’angle GIL égal à B, et du point H menez HM 
parallèle à LI, en faisant l’angle H égal à ILG (1. 1 , p. 15) , 

GHM sera le triangle demandé; car à cause des parallèles 
l’angle GMH , opposé au côté GH , est égal à GIL ou à B ; 
ce côté GH est d’ailleurs égal à A et l’angle G est égal à C. 

Remarque. On vient de voir comment par un point H 
on peut mener une parallèle à line droite donnée LL 

PROPOSITION XIX. 

PROBLÈME. 

Construire un triangle connaissant deux côtés et l'angle Fig. 4(1. 
opposé à l’un d’eux. 
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Il y a deux cas : 1“ L’angle donné C est opposé au côté 
A, qui est le plus grand des deux côtés donnés. Faites un 
angle FDE égal à l’angle donné C ; sur l’un des côtés pre- 
nez DE égal au côté B, et du point E, comme centre avec 
le rayon A, décrivez un cercle. Puisque ED ou B est 
moindre que le rayon A, la droite DF aura le point D 
dans ce cercle et le coupera en deux points F, G , situés 
de différents côtés du point D. Si donc on tire EF, EG , on 
aura les deux triangles EDG, EDP, dont le dernier seul 
satisfait à la question. Car l’angle EDF est l’angle donné, 
et les côtés DE, EF sont égaux aux côtés donnés B et A. 
Le triangle GED renferme le côté DE égal à B, et le côté 
GE égal à A ; mais l’angle GDE , opposé à ce côté , est le 
supplément de l’angle C. Cependant si l’aiigleC était droit , 
le triangle GDE serait égal it EDF. 

3* L’angle 'donné C doit être opposé au plus petit des 
deux côtés donnés, c’est-à-dire à B. Après avoir fait 
l’angle K égal à C , on prend Kl égal à A , et du point 1 , 
comme centre avec un rayon égal à B , on décrit un 
cercle ; or , abaissons de I la perpendiculaire IM sur KM. 
Si B est plus grand que IM, le point M sera dans le cercle, 
la droite KM sera une sécante qui coupera ce cercle en 
deux points, et comme Kl ou A est plus grand que le 
rayon B, ces deux points L, P seront situés du même côté 
du point K. Tirant donc IL et IP, on aura deux triangles 
KIL, KIP, satisfaisant tous les deux à la question. Car dans 
le premier. Kl = A , IL = B et l’angle K , opposé à IL , est 
égal à C; dans le second, KI=A, IP = B, et l’angle K, 
opposé à IL , est égal à C. 

Çi le côté B était égal à IM, l’arc de cercle décrit du 
centre 1 et du rayon B toucherait la droite KP en M, et le 
triangle KMI seul résoudrait la question. Enfin, si B étaft 
plus petit que IM , l’arc de, cercle ne rencontrerait pas KP, 
et le triangle serait impossible. 

Corollaire. Puisqu’il n’y a qu’un seul triangle qui ré- 
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ponde à la question lorsqu’on donne deux côtés et l’angle 
opposé au plus grand de ces côtés, on peut conclure que 
deux triangles sont égaux s’ils ont deux côtés égaux 
chacun à chacun , et l’angle opposé au plus grand côté 
aussi égal. 

PROPOSITION XX. 

PROBI.ÈUE. 

Diviser un angle ou un arc en 2, 4, 8, 16, etc., parties Kig. 47. 
égales. 

S’il s’agit d’un angle BAC , on décrit du sommet A , 
comme centre avec un rayon quelconque AB, un arc BIC 
terminé aux côtés de l’angle. Ensuite des points B et C, 
comme centres avec un même rayon plus grand que la 
moitié de la corde BC, on décrit deux arcs qui se coupent 
en un point F ; la droite AF divisera l’angle BAC en deux 
parties égales. Car la droite AF, ayant deux points A et F 
également distants de B et C , se trouve perpendiculaire 
au milieu de BC (p.lô); donc elle passe au milieu de l’arc 
BIC (p. 3); mais si les arcs BI, IC sont égaux, les angles • 
BAI , lAC le sont aussi (p.- 4). 

En second lieu , s’il s’agit d’un arc BC à diviser en deux 
parties égales, on détermine le point F comme tout à 
l’beurc , on tire AF et l’on a le point I , milieu de l’are. 

Enfin , si l’on divise chaque moitié de l’angle ou de l’ai'c 
en deux parties égales, et ainsi de suite, on pourra opérer 
la division en 4, 8, 16 , etc., parties égales. 

Remarque. La partie AF de la ligne de division est le lieu de tous 
les points qui , dans l’angle BAC, sont également distants des côtés. 

En effet, soit le point G pris sur AF ; menons de ce point sur les 
côtés de l'angle les perpendiculaires GII, GIl'; les triangles AGII, 

AGIl', auront l’angle droit AUG égal à AH'G; les angles HAG , 
H'AGsont égaux comme moitiés d’un môme angle; donc aussi les 
angles AGU, AGU' sont égaux (I. 1, p. 20, c. 1); d’ailleurs le côté 
A.G est commun; donc (I. 1 , p. 6) ces deux triangles sont éeaux 
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pntre eux , et le côté GIl est égal à GU'. S'il s’agit d'un point K 
pris dans l’angle , mais hors de la droite AF, on abaisse de ce 
point les perpendiculaires Kll, Kl., sur les deux côtés; l'une de ces 
perpendiculaires, Kfl , coupe la droite AF en un point G ; do ce' 
point G on abaisse GU' perpendiculaire sur AC, et l'on joint Kll'; 
cela fait, on aura KL plus petit que l’obriquo KU'; maitKlI'<KG 
-t-Gll', ou, puisque GH'= GH , KH'<KG + GH ou <KU;donc 
aussi KL < Kll. Ainsi , tout point pris sur AF est également distant 
des côtés de l'angle OAC , et tout point pris dans l'angle et hors de 
AF est inégalement distant do ces mêmes côtés. 

Dèfi?iition X. La droite qui divise un angle en deux 
parties égales est appelée la bissectrice de cet angle. 

PROPOSITION XXL 

PROBLÈME. 

Fig. 48. Mener un cercle latigenl à Irais droites AB , CD , KF, qui se cou- 
pent deux à deux. 

Ce problème offre 4 solutions : 

^ 1° Tirez les bissectrices GL , H.N des angles BGF , AIID ; elles 

se couperont en un point K. Or, ce point , situé dans l'angle BGF, 
et sur la bissectrice do cet angle , est à égales distances des côtés 
AB, EF; par une raison semblable, il est également distant des 
côtés AB, CD; donc les perpendiculaires KO, KO', KO", abaissées 
do ce point sur ces trois droites , sont égales, et le cercle décrit 
du point K, comme centre avec le rayon KO, passera parles 
points O , O', O'', et sera tangent aux trois droites AB , CD , EF , 
puisque celles-ci sont perpendiculaires aux extrémités des rayons 
KO, KO, KO" (p.C). 

Puisque le point K est également distant des droites CD , EF, il 
est aussi sur la bissectrice de l'angle CIE (p. 20 , r.) , de sorte que 
les bissectrices des angles du triangle GUI se coupent en un même 
point K. 

2“ Les bissectrices des trois angles BHD , BGF, CIF se coupent 
de même en un point L, qui est le centre d'un cercle tangent aux 
trois portions de droites HB, 111 , IF. Le rayon sera la perpendicu- 
laire abaissée de L sur une de ces droites. 
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3° Les bissectrices des trois angies ÂHC , CIE , BGE se coupent 
en un point M , centre d'un ccrcie tangent aux droites Cll.IlG, 

GE. Le rayon est ta perpendiculaire abaissée de M sur une de ces 
droites. 

4° Enflii, les bissectrices des angies AGI , AHD, DtG se coupent 
en un point N, centre d'un cerctc tangent aux trois droites ,\G , 

Gl , ID. Le rayon est ta perpendicutaire abaissée de N sur une de 
CCS droites. 

Remarque. Si t'on prolonge LU , bissectrice de i’angle DHI , tes 
angles que ce prolongement fera avec CII , IIG , seront respecti- 
vement égaux à Lllt, LllB, et'seront par conséquent égaux entre 
eux. Ce prolongement se confondra donc avec BM , bissectrice 
de CIIA. 

De plus, les deux bissectrices ML, UN sont perpendiculaires 
entre elles. Car l’angle AIIN est la moitié de AlID, l’angle .AIIM 
est la moitié de AUC ; donc AIIN+AÜM ou NIIM est la moitié de 
la somme des deux angles supplémentaires ABU, ABC ; donc NBM 
est droit. 

Des propriétés analogues ont lieu on G et I. 

PéFistTion XI. On entend par angle inscrit tout angle Fig. 4'j 
tel que BCD , formé par deux cordes. 

Définition xii. On entend par segment de cercle l’es- 
pace compris entre un arc et sa corde. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORKME. 

L’angle inscrit, ainsi que l’angle formé par une tan- 
gente et une corde, est égal à l’angle au centre qui inter- 
cepte la moitié de l’arc compris entre les côtés du premier. 

Soit d’abord l’angle inscrit BCE dont l’un des côtés est Fig. 49. 
un diamètre. Menez le diamètre FG parallèle à BC; l’angle 
au centre FAE sera égal à BCE , à cause des parallèles BC , 

FG, coupées par CE (1. 1 , p. 16, 1"). Or, les angles CAG , 

FAE étant égaux, les arcs FE, CG le sont (p. 4). D’un 
autre côté , les arcs CG, BF sont aussi égaux (p. 7). Donc 
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Tare FE=BF, et l’are FE, intercepté par l’angle au centre 
FAE, est la moitié de l’arc BFE, intercepté par l’angle 
inscrit BCE, égal à FAE. 

Cela posé, s’il s’agit d’un angle inscrit tel queBCD, on 
tirera le diamètre CE; les angles BCE, ECD seront, d’a- 
près ce qui vient d’étre prouvé, respectivement égaux aux 
angles au centre qui intercepteraient les moitiés des arcs 
BE, ED. Donc BCE+ECD sera égal à l’angle au centre 
qui intercepterait la moitié de BE-|-ED ou de BED. 

Fig. 50. Si le diamètre CE passe hors de l’angle BCD , l’angle 
BCE sera égal à l’angle au centre qui comprend la moitié 
de l’arc BDE, et DCE à celui qui comprendrait la moitié 
de DE; donc l’angle BCD, c’est-à-tlire BCE — DCE, sera 
égal à l’angle au centre qui intercepte la moitié de BDE — 
DE ou de BD. 

Fig. 51. En second lieu , soit l’angle BDC formé par une tan- 
gente DC et une corde BD. Menons le diamètre DE qui 
sera perpendiculaire à la tangente (p. 6). Or, Si l’on lire 
deux diamètres perpendiculaires ED, FH, les 4 angles au- 
tour de A étant égaux, les 4 arcs DF, FE, EH , IID le 
seront. Donc l’angle droit ËDC est égal à l’angle au centre 
qui intercepte le quart de circonférence, c’est-à-dire lu 
moitié de l’arc EFD. On vient d’ailleurs de prouver que 
‘ l’angle BDE est égal à l’angle au centre qui intercepte la 
moitiéde BE; donc l’angleBDC est égal à l’angle au centre 
qui intercepte la moitié de l’arc BFD. 

Fig. 52. Corollaire I. Les angles B, B', etc., inscrits dans le même 

segment ABC , sont égaux entre eux, comme étant égaux 
à l’angle au centre qui intercepte la moitié de l’arc ADC. 
Fig. 53. Corollaire 2. Tout angle BAC , inscrit dans un demi- 
cercle, est droit. Car il est égal à l’angle au centre qui 
intercepte la moitié d’une demi-circonférence ou un quart 
de circonférence , et l’on vient de voir que cet angle au 
centre est droit. 
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PROPOSITION xxin. 

_ • 

PROBLEME. 

D’un point donné mener une tangente à un cercle 
donné. 

Si le point donné est sur la circonférence en D, on tire pjg. 31. 
le rayon DA , et au point D on lui mène la perpendiculaire * 

BC, qui sera la tangente demandée (p. 6). 

Mais si le point donné est hors du cercle, soit Ace point, Fig. 54. 
DCE le cercle. Joignez le point A au centre B de ce cercle, 
et sur AB, comme diamètre, décrivez une circonférence 
qui coupera la circonférence donnée en deux points D, 

E ; tirez les droites AD, AE , qui seront toutes les deux des 
tangentes. Car si l’on mène le rayon BD , l’angle BDA , 
inscrit dans le demi-cercle BDA , sera droit (p. 22 , c. 2) ; 
donc AD, perpendiculaire à l’extrémité du rayon BD, est 
une tangente (p. 6). Même raisonnement pour AE. 

Remarque 1. La ligne des centres BA étant pcrpendi- ' 
culaire au milieu de la corde commune DE (p. 9) , il s’en- 
suit que le point A est également distant des points D et E 
(I. 1 , p. 13). Donc les parties AD, AE sont égales. 

Remarque 2. La tangente par un point extérieur peut Fig. 55. 
encore se construire ainsi qu’il suit: Soit A le point donné, 

DCE le cercle donné, B son centre. De ce point B avec un 
rayon double du rayon BD décrivez un cercle FG; du point 
A décrivez un second cercle qui passe par le centre B , et 
qui coupera le précédent en deux points F et G ; joignez 
ces points au centre B par les cordes BF, BG, qui coupe- 
ront le cercle donné en deux points D, E : les droites AD, 

AE seront les tangentes demandées. Car la corde BF, 
rayon du cercle FBG, étant double de BD, le point D sera 
le milieu de cette corde, et la droite AD, menée par le 
centre A du cercle FGet par ce milieu , .sera perpendiculaire 
à la corde (p. 3) , ou , en d’autres termes , AD est perpen- 
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diculaire à rexlrcmilé D du rayon BD; donc AO est tan- 
• gent au cercle DCE. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLÈME. 

Fig. 50. Sur une droite donnée AB , décrire un segment capable 
* d’un angle donné, c’est-à-dire un segment tel que tout 
angle qui y sera inscrit soit égal à cet angle donné. 

Au point A de la droite AB faites l’angle BAD égal à 
l’angle donné C; en ce même point A élevez sur AD la 
perpendiculaire AO , et au point E , milieu de AB , tirez la 
ligne EO perpendiculaire à AB; ces deux droites AO, EO 
se couperont en un point O, et si de ce point O, comme 
ceijtre avec le rayon AO , on décrit un cercle , BAH sera 
le segment cherché. En effet , puisque EO est perpendicu- 
laire au milieu de AB, le point O est également distant de 
A et de B ; ainsi le cercle décrit du centre O et du rayon 
AO passera en B. De plus , tout angle inscrit dans le seg- 
ment BHA est égal à l’angle au centre qui intercepterait 
la moitié de l’arc BIA (p. 22) ; mais AD, perpendiculaire 
au rayon AO , est une tangente ; donc l’angle BAD, formé 
par une tangente AD et une corde BA (p. 22) , est aussi 
égal à ce même angle au centre; donc tout angle inscrit 
dans ce segment est égal à l’angle BAD, qui lui-même est 
égal à l’angle donné C. Donc le segment BHA est capable de 
l’angle donné. 
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LIVRE III. 

RELATIOINS MÉTRIQUES. 

ANGLES ET LONGUEURS. 


Une droite de longueur donnée, ou un arc de cercle, 
peuvent être partagés en 2, 4,8, 16, etc., parties égales ; 
en continuant les subdivisions, on peut partager l’une et 
l’autre longueur en parties égales aussi petites qu’on vou- 
dra , en parties plus petites que telle ligne qu’on voudra 
assigner. C’est ce qu’on exprime en disant qu’on peut par- 
tager une droite de longueur donnée en parties égales 
infiniment petites. 

Définition I. Une longueur employée dans un raison- 
nement quelconque est dite //^n;ment petite, lorsqu’au 
lieu de cette longueur-là on peut employer toute autre 
longueur, quelque petite qu’elle soit, par rapport aux don- 
nées de la question. On entend de même par surface infi- 
niment petite , une surface qui peut être remplacée dans 
le même raisonnement par toute autre, quelque petite 
qu’elle soit par rapport aux données. 

Quelquefois il arrive que, dans les constructions, cer- 
taines grandeurs sont tellement liées entre elles, que si 
l’une d’elles est remplacée par d’autres de plus en plus 
petites, quelques-unes de celles qui lui sont subordonnées 
se trouvent aussi remplacées par d’autres de plus en plus 
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petites, sans que ce décroissement ait une autre limite 
que zéro. Telles sont, par exemple, l’arc et sa corde; car 
on peut prendre dans un cercle donné un arc assez petit 
pour <pic la corde soit aussi petite qu’on voudra ; c’est ce 
(pi’on exprime en disant qu’un arc infiniment petit est 
souslcmlu par une corde infiniment petite. 

Rn résumé donc, on entend par infiniment petite une 
;jrandenr qui, dans le même raisonnement, peut être 
remplacée par «me infinité d’autres, aussi petites qu’on 
voudra par rapport aux données, soit que cette substi- 
tution puisse s’opérer immédiatement et à volonté, soit 
qu’elle puisse être conçue comme une conséquence d’au- 
tres constructions ou raisonnements. Celte définition peut 
elle-même être présentée sous la forme suivante : Une gran- 
deur est infiniment petite lorsqu’elle, peut être rendue plus 
petite que toute grandeur donnée de même nature. 

Il y a encore quelques expressions dont nous noos servirons pour 
donner aux raisonnements plus de concision, et que nous allons 
expliquer par un exemple tiré de l’arilbroétique. 

5 

On sait que si aux deux termes d'une fraction telle que ^ on ' 

ajoute un même nombre, la nouvelle fraction obtenue est pins 
grande que la première; si sur celle nouvelle fraction on opère 
de meme, on en obtient une troisième plus grande que la seconde, 
et ainsi de suite. Cependant par celle opération seule on ne pourra 

5 

jamais déduire de la fraction - une nouvelle fraction supérieure 

ni même égale à l'unilé , puisque dans tontes ces fractions le nu- 
mérateur sera surpassé de deux unités par le dénominateur. Oo 
peut cependant arriver ainsi à des fractions qui diffèrent de l’unité 
d’aussi peu que l’on voudra; ainsi, en ajoutant un million aux 

deux termes, on a la fraction t’*^’*^** qui ne diffère de l’unité 

1,000,007 

2 

•1*'® • Pour exprimer celle propriété d’nne manière 

1,000,007 

concise , on est convenu do dire que l’on fait varier le numérateur 
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c( lo dénominateur de la rraclion - , on que l’on donne des accroir- 

7 

Htncnti à CCS deux termes*; on est convenu encore de dire que si 


les deux termes de la fraction - reçoivent dos accroissements 


5 

é^aux, aussi grands qu'on veut , la fraction - croîtra, mais que^ 

la limite do cette fraction sera l’imité. On pourra faire en sorte 
que les fractions que l’on obtient approchent do l’unité d’aussi près 
qu'on vendra , ou , en d’autres termes , on peut faire en sorte que 

la fraction en variant , vienne à différer inOniment pou de sa 

limite 1 ; mais jamais elle n'atteindra cetle limite. 


5 0 

Dans cet énoncé , on regarde donc les fractions - , -, 

7 8 ’ 



comme les valeurs que prend une grandeur abstraite, qu’on dé- 
signe ici sous le nom de fraction variable ou simplement variable, 
et l’on ajoute que cette variable peut s’approcher indéfiniment do 
sa limite 1. 

PiiFi/nTioir U. En général, lorsque l'on considère plusieurs gran- 
deurs assujetties à un nom , à une définition commune, on dit quel 
quefois que ce sont des valeurs d'une même variable; si ces quan- 
tités , rangées par ordre do grandeur, vont en croissant ou en 
décroissant , mais sans dépasser, ni même atteindre une certaine 
valeur déterminée dont elles peuvent s’approcher d’aussi prés 
qu'on veut, on dit que les valeurs de cette variable ont pour limffe 
cette valeur déterminée. 

Il arrive ainsi que les démonstrations roulent sur plusieurs es- 
pèces de grandeurs : 1° les unes sont données et déterminées par 
la nature même do la question ; 2° d’autres sont arbitraires et 
peuvent être rendues aussi petites qu’on veut, ou peuvent être 
remplacées chacune d’une infinité de manières par d’autres aussi 
petites qu’on veut ; 3° d’autres enfin se composent d’une combi- 
naison par addition ou soustraction d’une grandeur de la première 
espèce avec une grandeur de la seconde. 

Les grandeurs de la première espèce ne changcanl pas dans le 
même raisonnement, on les appellera des grandeurs invariables 
finies. Celles de la seconde et de la troisième sont variables. Mais 
celles do la seconde sont inflniment petites, leur limife est zéro , 
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tandis que celles de U troisième ont une limite différenle de zéro ; 
on peut les appeler des variables finies.^ 

PROPOSITION I, 

TnÉORÈHE. 

Soient A , B deux grandeurs finies invariables ; », (I deux infi- 
niment petits ; dans toute relation telle gue 
A-H* = B-(-0 , 

on peut supprimer les infiniment petits, et conclure que A =B. 

En effet , si A était plus grand que B, par contre t> devrait être 
plus grand que », cl surpasser * précisément d’autant que A sur- 
passe B; mais la différence entre A et U est invariable ; la diffé- 
rence P~» est moindre que |t; elle est donc infiniment petite, et 
peut toujours être supposée moindre que la grandeur finie A— B ; 
donc elle n'est pas égale à A— B ; donc A n’est pas plus grand que 
B. De luéme B n'est pas plus grand que A. Donc A = B. 

Remarque i. Bien n’empëclic que l'équation ne soit de la forroo 
A — « = B — p; car en ajoutant a et ^ de part et d’antre, on aura 
A-t-() = B-t-* , d'où A = B. 

Remarque 2. Rien n'cmpéchc que A et B ne soient formés de 
• plusieurs quantités combinées par addition cl soustraction. De 
même », f? peuvent être formés de l'addition de plusieurs infini- 
ment petits. Car si deux quantités sont infinimciit petites, leur 
somme l'est aussi; en effet, si l'on veut rendre cette somme 
moindre qu'une grandeur donnée , il suffit de rendre chaque partie 
moindre que la moitié de cette somme. Il en est do môme d’un 
nombre quelconque d'infiniment petits, pourvu que ce nombre soit 
invariable, ou du moins qu'il n’augmente pas, tandis que les infi- 
niment petits s'approchent de zéro. 

Remarque 3. Pour faciliter l'application du théorème ci-dessus , 
on SC guidera d’apres les observations suivantes : 

l°Tout infiniment petit multiplié par un facteur quelconque assu- 
jetti à ne point surpasser une certaine limite invariable, donne 
un produit infiniment petit. 

Car si ce facteur reste, par exemple, moindre que iOO , il est 
clair que pour rendre le produit moindre qu’une grandeur donnée, 
il suffil de rendre le facteur infiniment petit moindre que la 100' 
partie de celte grandeur donnée. 
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2° Si dans un produit AB l'un des facteurs A est invariable, et 
que l'autre soit variable, mais ail une limite finie M ; ce produit 
diffère infiniment peu de AUI ; de sorte que pour supprimer dans 
AB la partie infiniment petite , il suffit do snpprimer celle de B. 
En effet il résulte de la defloilion de la multiplication que si dans 

1 1 

un produit AM un facteur M augmente ou diminue de — , . 

100 1000 

1 11 
etc., ce produit augmente ou diminue de Ax — , Ax , 

10000 » r s .•s 

1 

A X M augmente on diminue infinement peu 

10000 

pour devenir B, le produit qui sera devenu AB, aura aussi varié 
infiniment peu. Mais si AB diffère infiniment peu de AM, on pourra 
d'après le théorème remplacer AB par AM. 

De là il suit que si chacun des facteurs A, B est variable, on 
peut les réduire tous les deux à leurs limites. Car soit M celle do 
B; AB diffère infiniment peu de AM; soit K la limite de A; AM 
diffère infiniment peu de KM; donc aussi AB diffère infiniment 
peu de KM. 

11 en serait encore de même si AB était multiplié par un 3° fac- 
teur invariable ou non, de sorte que pour supprimer les infini- 
ment petits dans un produit, il suffit de les supprimer dans les 
facteurs. 

Bemarque 4. Il est clair que tout ce qn'on vient do dire s'applique 
aux proportions, puisqu'une proportion n’est autre chose qu'une 
égalilé entre le produit des extrêmes et celui des moyens. 

Bemarque 5. Que l’on n’oublie que si de l'équation A-f-<« = B+3 ' 
on pent déduire- en toute rigueur A = B, c’est parce que A et B 
sont indépendants des infiniment petits. Du reste rien n’empé- 
cberail de supprimer les infiniment petits à fur et à mesure que 
l’on forme celte relation; pourvu que l’on n’omette aucun terme 
invariable, et que l’on supprime exactement tous les infiniment 
petits, le résultat est rigoureux. 

DÉFiNiTioiY III. On entend par commune mesure de 
deux grandeurs de nténae espèce, une troisième grandeur 
de même espèce qui est contenue un nombre entier de 
fois dans chacune des deux premières, ce qu’on exprime 

4 
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encore en disant que la commune mesure les divise toutes 
les deux. 

Si une grandeur M est une commune mesure de deux 
grandeurs Â et B, il est clair que toute partie aliquote de 
M est aussi une commune mesure de Â et B. 

Parmi toutes les communes mesures de deux grandeurs 
il y en a nécessairement une qui est plus grande que les 
autres. 

Dépiiution IV. Deux grandeurs sont dites commensu- 
rables entre elles, lorsqu’elles ont une commune mesure ; 
dans le cas contraire, elles sont dites incommensurables 
entre elles. 

PROPOSITION II. 

* HROBLÉME. 

Trouver la plus grande commune mesure de deux droites 
AB, CD, données de longueur, si toutefois elles ont une 
commune mesure. 

Fig. 57. Si l’on porte la plus petite droite CD sur la plus.grandc 
AB autant de fois que faire se peut, il arrivera de deux 
choses l’une : ou elle y est contenue un nombre entier de 
fois , ou bien il y aura un reste moindre que CD. Dans le 
premier cas, CD serait la plus grande commune mesure et 
l’opération se trouverait terminée. Supposons donc que le 
second cas soit celui qui se présente ; admettons q\ie CD 
soit contenu 2 fois dans AB, et qu’il y ait un reste B'B, 
moindre que CD , on aura * 

AB=z2xCD+BB', 

et je dis que la plus grande commune mesure de AB et de 
CD sera la même que celle de CD et de BB'. 

En effet, la plus grande commune mesure de AB et de 
CD, divisant exactement ces deux lignes, divisera la somme 
AB et l'une de ses parties 2xCD; elle divisera donc aussi 
l’autre BB'. Mais divisant CD et BB', elle est une commune 
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mesure à ces deux lignes, et ne saurait, par cojiséquent, 
surpasser leur plus grande commune mesure. D’un autre 
côté, la plus grande commune mesure de CD et BB', divi- 
sant CD, divisera aussi 2xCD; donc elle divise les deux 
parties 2xCD et BB'; par suite elle divisera leur somme 
AB. Ainsi la plus grande commune mesure de CD et BB' 
divise AB et CD , et ne saurait surpasser la plus grande 
commune mesure de ces lignes. Donc fa plus grande com- 
mune mesure de AB, CD, et celle de CD et BB' ne peuvent 
se surpasser l’une l’autre, et sont égales. 

Maintenant portons BB' sur CD , et si BB' est contenu 
exactement dans CD, BB' sera la plus grande commune 
mesure. Sinon , il y aura un reste que l’on portera sur BB', 
et l’on continuera ainsi à comparer chaque reste avec le 
précédent, comme dans la recherche du plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres. Deux cas sont possibles : 
ou bien on finira par trouver un reste qui sera contenu un 
nombre entier de fois dans le précédent, alors ce dernier 
reste sera la plus grande commune mesure ; ou bien l’on 
n’arrivera jamais à un reste qui soit contenu exactement et 
sans reste dans le précédent : dès lors les deux longueurs 
données n’ont pas de commune mesure et sont incommen- 
surables entre elles. 

Eemarque 1. Lorsqu’on a deux arcs de même rayon, on Fig. 08. 
peut porter le plus petit sur le plus grand au moyen de 
la corde du premier. On peut donc chercher, la commune 
mesure de deux arcs de même rayon. ' 

Enfin , comme on sait aussi faire un angle égal à un angle 
donné (I. 2, p. 17), et par conséquent porter un angle 
dans un autre , on saura aussi chercher la commune me- 
sure de deux angles. 


4 . 
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PROPOSITION III. 


TBEORèaiE. 


Si deux droites À , B sont commensurables entre elles , 
il existe un nombre abstrait commensurable tel, que B, 
multiplié par ce nombre , reproduit A , et réciproquement. 

En effet, supposons que la commune mesure des deux 
droites soit contenue 1 1 fois dans A et 5 fois dans B. Cette 
commune mesure sera le cinquième de B , et ce cinquième 


pris 11 fois reproduira A. Donc les ^ de B font une 


longueur égale à À, c’est-à-dire que Bx-^ est égal à A. 

Réciproquement , si le produit de B , par un nombre 

commensurable tel que ^ , est égal à A , c’est que A con- 
5 

tient exactement 11 fois le cinquième de B; donc le cin- 
quième de B, c’est-à-dire une longueur contenue 5 fois 
dans B, est aussi contenue 11 fois dans A, et peut servir 
de commune mesure à A et à B. 

Remarque. Ce qui vient d’étre dit s’applique aux angles, 
ainsi qu’aux arcs pris dans le même cercle ou dans des cer- 
cles égaux. 

Définition y. Le nombre abstrait qui, multipliant une 
ligne B, en reproduit une autre A, s’appelle le rapport de 

A à B. Si le rapport de A à B est ~ , on exprime cela en 

écrivant 

B~ 6 

ou encore A : B : : 1 1 : 6. 


Ce rapport, d’après la définition même, est le quotient 
de la division de A par B. 
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Remarque 1. Dans la proposition 3 et la définition 5 II n’a été 
question que de grandeurs qui ont une commune mesure. Or, si 
deux droites A, B sont incommensurables, il est facile d’assigner 
une ligne A' commensurable avec B et différant infiniment peu de 
A. Pour cela, on divisera B en 2, 4, 8, etc., parties égales; on 
pourra ainsi, par des bissections successives, diviser Ben parties 
égales infiniment petites. On portera une de ses parties sur A ; elle 
y sera contenue un certain nombre de fois plus nn excédant moin- 
dre que cette partie; si l’on fait abstraction de cet excédant, qui 
est infiniment petit , ce qui restera pourra être pris pour A'. Le 
rapport de A' à B sera nn nombre commensurable; comme le pro- 
duit do B par ce nombre donne A', il suffira d’augmenter infini- 
ment peu ce nombre pour que le produit donne A. Ainsi le rap- 
port de A à B peut encore être défini comme dans le cas où A et 
B ont une commune mesure ; mais lorsque cette commune mesure 
n’existe pas, le rapport est lui-même un nombre incommensurable, 
dont on peut trouver la valeur avec tel degré d’approximation 


qu’on veut. Car si on vent l’avoir à moins de 


1000 ’ 


par exemple , 


on pourra diviser, comme on vient de l’indiquer, B en 2, 4, 8, etc., 
1024 parties égales; si une de ces dernières parties est contenue 

X 

au plus 3175 fois dans A, la valeur approchée du rapport — est 

• ® 

3175 

Même raisonnement par rapport aux angles et aux arcs de 


même rajon. 

A 3 

Remarqué 2. Si Ton a 3 Ugaos À, B, G » qa*on sache qoe — 

C 5 

B ^ . A 3 4 

et - = - , on peut conclure que — c est-a-dire qne le 

C7 B5 7 

rapport de deux lignes A , B est égal an quotient des rapports.de 

ces lignes avec une même troisième C. 


PROPOSITION IV. 

TBÉORÈHE. 


Sofsni deux grandeurs A, R de même espèce , et deux longueurs a , 
b telles que li a ou b varia d'une manière continue (c'est-à-dire par 
degrés infiniment petits), il en soit de même de A oudeB; soient de 
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plus deux quantités c . d , 9111 ne changent pas lorsqu’on fait varier n 
ou b-; si toutes les fois que a s( b sont eommensurables entre eux ott 
a la porportion A ; B : ; ca ; db , je dis que celte proportion aura 
encore lieu si a et b ne sont pas eommensurables entre eux. 

En effet, supposons que a et b ne soient pas eommensurables entre 
eux; faisons varier a inflniment peu, de façon qu’il se change en 
a' et devienne commensurable avec b; A variera infiniment peu 
et se changera en une quantité A'; on aura donc , vu que a' et b 
sont eommensurables , 

A' : B : : eo'^: db 

et , négligeant les inflniment petits ( p. 1 , r. 3 ; , 

A : B : : eu : dé. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

* 

Fig. 59. Deux angles BAC, DEF sont dans le même rapport que 
les arcs BC, DF, interceptés entre leurs côtés, et décrits de 
leurs sommets comme centres avec des rayons égaux. 

Supposons que la commune mesure des arcs BC, DF 
soit contenue, par exemple, 5 fois dans BC, el3 fois dans 
DF; portons-la sur ces arcs, et soient à, b, c, d, e,f\e& 
points de division. En joignant ces points aux centres res- 
pectifs, on obtient des angles BAa, etc., tous égaux comme 
interceptant des arcs égaux dans des cercles égaux ( I. 2 , 
p. 4). L’angle BAC en contient S , tandis que DEF en ren- 



mais celui des arcs BC, DF est aussi -• Ces deux rapports 

O 

sont donc égaux et donnent la proportion BAC : DEF ; : 
BC : DF. 

I Comme l'angle varie par degrés infiuimeot petits lorsque l'arc 

i Voir uac note à la lin de l’omra^c. 
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varie de celle inanièrc , il a'eosuU (p. 4) que celle porporlion sub.» 
sUlo encore si les arcs u'onl pas do comniunc mesure. 

Remarque 1. Rien n’empêche de supposer que l’un des 
arcs est une circonCércnce entière , et que l’angle corres- 
pondant est, par conséquent, égal à 4 angles droits. 

Remarque 2. La propriété démontrée dans cette pro- 
positioil s’exprime aussi par l’énoncé suivant : L’angle au 
centre a pour mesure l’arc compris entre ses côtés, et dé- 
crit de son sommet comme centre avec un rayon arbitraire. 

On attache à cet énoncé le même sens qu’à celui de la 
Prop. 6. 

L’angle droit intercepte le quart de la circonférence dé- 
crit de son sommet comme centre, ainsi qu’on l’a vu dans 
le courant de la Prop. 22 , I. 2 , fig. 61. Si donc on veut 
rapporter les angles à l’angle.droit comme unité, il suffira 
de rapporter les arcs au quart de circonférence. 

Dans un grand nombre d’applications, on prend pour 
1 

unité de la circonférence que l’on appelle degré, de 

sorte que la circonférence est supposée partagée en 360 
parties égales; on subdivise le degré en 60 parties égales 
nommées minutes , la minute en 60 parties égales, nom- 
mées secondes , etc. Cette division .est appelée division 
sexagésimale. L’angle droit a donc dans ce cas pour me- 
sure un arc de 90 degrés. Les dégrés, minutes, secondes 
s’indiquent par les signes ®, ', ". 

Remarque 3. 1® Puisque , d’après la Prop. 22 , I. 2 , 
l’angle inscrit est égal à l’angle au centre qui intercepte la 
moitié du même arc, on peut dire que l’angle inscrit a 
pour mesure la moitié de l’arc compris entre ses côtés. Il 
en est de même de l’angle formé par une tangente et une 
corde. 

2° Tout angle inscrit dans un segment ABC plus grand Fig. 5‘i. 
qu’un demi-cercle , aura pour mesure la moitié d’un arc 
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ADC, moindre que 180°, c’est-à-dire que sa mesure sei\i 
plus petite que 90% cl l’angle sera aigu. Âu contraire, tout 
angle inscrit dans un segment ADC, plus petit qu’un deipi- 
cerclc , sera obtus. 

3° Dans le quadrilatère A6GD, qui a ses quatre som- 
mets sur la circonférence, les deux angles opposés B et D 
ont en somme pour mesure la moitié de la somme ^es arcs 
ÂDC, ABC, c’est-à-dire la moitié de la circonférence ou 
180”. Ils valent donc ensemble deux angles droits. Il en 
est de même de la somme des angles BAD, BCD. 

Fig. 78. 4* L'angle AOC qui a'son sommet entre le centre et la circonfé- 

rence , a pour mesure la demi-somme des arcs AC , BD interceptés 
par cet angle et son opposé au sommet. Car si l'on lire CB , l'angle 
AOC , extérieur au triangle COB, est égal à ta Somme des angles in- 
térieurs C et B (1. 1 , p. 20, r.); mais ces deux angles sont inscrits 
et ont pour mesure, l'un ta moitié de DB, l'autre celle de AC. 

Donc l'angle AOC a pour mesure ~ AC -I- ^ DB. 

d A 

Fig. 79. 5. L'angle O qui a son sommet hors du cercle et qui est formé 

par deux sécantes , a pour mesure la demi-différence des arcs BD , 
AC , qu'il intercepte. En effet, menons la corde BC ; l'angle BCD , 
extérieur au triangle BCO, est égal à la somme des angles B et O; 
donc l'angle O est la différence des angles BCO, et B; mais ces 
deux angles sont inscrits et ont pour mesure, le premier, la moi- 
tié de l'arc BD, le second, la moitié do AC; donc l'angle O a pour 
mesure la moitié de BD moins la moitié de AC. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈUE. 

Fig. 60 . Si sur un côté d'un angle on^prend les parties AI , IK , 
KL , etc., de grandeur quelconque, mais égales entre elles ; 
que par les points I , K , L , etc. , on mène les droites pa- 
rallèles lE, KF, LG , etc. , jusqu’à la rencontre de l’autre 
côté, elles détermineront sur ce côté des distances AE, EF, 
FG , etc. , égales entre elles. 
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Du point I menez la droite 10 parallèle à EF jusqu’à la 
rencontre de K.F en 0 ; dans les deux triangles AIE , RIO 
on aura les angles lÀE, RIO égaux comme correspondants 
p.ar rapport aux parallèles ÂE, 10, coupées par RA; les 
angles AIE, IKO sont égaux par une raison semblable par 
rapport aux parallèles lE, KF, coupées par la même sé- 
cante; d’ailleurs le côté AI = 1R par hypothèse; donc ces, 
deux triangles ont un côté égal adjacent à des angles 
égaux et sont égaux. On en conclut que le côté AE = IO ; 
mais 10, EF sont égaux comme parallèles entre parallèles 
(I. 1 , p. 19) ; donc aussi AE = EF; on démontre de môme 
que EF=FG = etc. 

PROPOSITION VII. 

TaÉORÈUE. 

Pour qu’une droite DE soit parallèle à un côté BC d’un Fig. 61. 
triangle ABC, il faut et il suffit qu’elle divise les deux 
autres côtés AB , AC proportionnellement. 

1° Supposons la droite DE parallèle à BC , je dis qu’on 
aura AD : DB : : AE : EC. Car si les droites AD et DB sont 
commensurablcs , supposons que AD : DB ; : 4 : 3 , c’est-à- 
dire que la commune mesure de ces lignes soit contenue 
4 fois dans AD et 3 fois dans DB. Portons cette commune 
mesure sur AD, DB; soient a, b , c , d , e les points de 
division ; par ces points menons des parallèles à BC ; ces 
droites af, bg..„ DE, etc., étant toutes parallèles, et les 
distances ka,ab, etc., étant égales, les distances bf.fg-, 
etc. , seront aussi égales (p. 6) ; mais AE en contiendra 4 , 
parce que AD en contient 4, etEC en comprendra 3, parce 
que DB en comprend 3. Donc AE : EC : : 4 : 3 ; d’ailleurs 
AD : DB : : 4 ; 3 ; ■ donc enfin AD : DB : : AE : EC. De là 
aussi , componendo AD+DB : DB : : AE-f-EC : EC ou AB : 

DB : : AC ; EC, On trouve de même AB : AD : : AC : AE. 
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Si AD et DB no sont pas commensurablcs, comme EC varie d’une 
manière continue avec DB, on aura en^rc la même propriété (p. 4), 

• 2“ Si l’on mène une droite DE' non parallèle à BC , elle 
ne coupera pas les côtés ÂB, AC proportionnellement. 
Car menez DE parallèle à BC; on aura, comme on vient 
de le prouver, AD : DB : : AE : EC. Or, AE' est ^ AE , et 
E'C<^EC; donc le rapport AE' : E'C est plus grand que 
AE : EC, et par suite aussi plus grand que le rapport AD 
: DB. Ainsi la droite DE' ne coupe pas les côtes AB, AC en 
parties proportionnelles. On prouverait de môme qu’au- 
cune droite menée par le point D, si elle n’est parallèle à 
BC, ne coupe AB et AC proportionnellement. Donc, toute 
droite qui coupe deux côtés d’un triangle en parties pro- 
portionnelles , est parallèle au troisième côté. 

Fig. 62. Corollaire, Des droites parallèles AA', BB', etc. , déter- 
minent sur deux droites quelconques AD , A'D' qu’elles 
rencontrent , des segments proportionnels. Car prolongez 
AD, A'D' jusqu’à leur rencontre en un point O; la droite 
AA', parallèle au côté BB' du triangle OBB', donne 
OB : OB':: AB: A'B'. 

De môme , dans le triangle OCC', on a 
OB: OB' ::BC;B'C’. 

De ces deux proportions on déduit, à cause du rapport 
commun , 

AB : A'B' : : BC : B'C', 

On démontre de même que BC : B'C' : : CD : CD', etc. 

^ PROPOSITION VIII. 

' PROBLÈUL'. 

Diviser une droite de longueur donnée en parties égales, 
ou en parties proportionnelles à des lignes données. 

Fig. 63. 1° Supposons qu’il s’agisse de diviser la droite AB en 6 
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parties égales. Menez du point A une droite indéfinie AH 
sous un angle quelconque, et prenez -y, à partir du point 
A, une distance arbitraire qu’il faudra porter, à partir de 
ce même point A, 6 fois sur AH, et en général une fois 
de plus qu’il doit y avoir de divisions dans AB. Soient E, 

G, C les trois derniers points ainsi obtenus sur AH; joi- 
gnez le point C au point B par la droite CB, et prolongez 
celle-ci d’une quantité BD égale à BC ; si l’on joint le 
point D au point E , la droite DE coupera AB en un point 
F, et BF sera la cinquième partie de AB. Car EG étant égal 
à GC et DB à BC, on a la proportion EG : GC :: DB : BC; 
donc (p. 7, 2°) la droite BG est parallèle à DE. Mais si 
DE ou FE est parallèle au côté BG du triangle ÀBG, il 
s’ensuit que les côtés AB, AG sont coupés proportion- 
nellement en F et E, de sorte que l’on a 

AG:EG:: AB:FB. 

Or EG est, par construction , le cinquième de AG; donc 
FB est aussi le cinquième de AB, et en portant FB encore 
4 fois sur FA, on divisera AB en 5 parties égales. 

2° S’il faut diviser une droite AB en parties proportion- Fig. 6t. 
iielles à des longueurs données a,b , c , on tire du point 
A, sous un angle arbitraire , une droite indéfinie AC sur 
laquelle on prend AD = a, DEz=ô, EF = c; on joint le 
point F au point B, et des points E, D on mène les paral- 
lèles à FB jusqu’à la rencontre de AB; les points de ren- 
contre H, G diviseront la droite AB de la manière deman- 
dée. Car à cause des parallèles GD, HE, BF on a (p. 7, c.) 

AG : AD : : GH : DE ; : HB : EF , ou , puisqu’on a pris AD 
— a, DE=ô et EF = c, 

AG:a::GH:ô::HB:c. 

Donc la droite AB est divisée en G et H de la manière de- 
mandée. 

Remarque. Cette dernière construction peut aussi ser- 
vir à diviser la droite AB en parties égales. Pour cela on 
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prend les distances AD, DE, etc., égales entre elles et en 
même nombre que les divisions qu’on veut avoir sur AB; 
puis on achève de la même manière. 

PROPOSITION IX. 

PROBLÈME. 

Fig. 65. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données a, b, c. 

Soit fait un angle quelconque A, et soit pris AB = a, 
BC = 6, AD = c. Si l’on tire BD et que du point C bn 
mène GE parallèle à BD jusqu’à la rencontre de AD pro- 
longé, en E, la ligne DE sera la quatrième proportionnelle 
demandée. 

Car la droite BD , parallèle à un côté GE du triangle 
AGE, divise les deux autres côtés proportionnellement 
(p. 7). On a donc 

AB : BC ; : AD ; DE 
ou a : & : : c : DE ; 

donc DE est la ligne cherchée. 

’ PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Fig. 66. La bissectrice AD d’un angle BAC d’un triangle, divise 
le côté opposé CB en deux segments CD, DB proportion- 
nels aux côtés adjacents , de sorte que CD : DB : : AC : 
AB , et réciproquement. 

1° Prolongeons le côté CA indéfiniment vers E , et me- 
nons du point B une droite BË parallèle à la bissectrice 
AD jusqu’à la rencontre de ce prolongement en E. Dans 
le triangle CBE , la droite AD, parallèle au côté BE, donne 
(p.7). 

CD:DB ::CA: AE. , 
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Mais à Cause des parallèles AD, BE, coupées par la sé- 
cante CE, l’anglê ÂEB est égal à CAD, moitié de CAB; à 
cause des mêmes parallèles coupées par AB , l’angle ABE 
est égal à DAB, qui est aussi moitié de CAB; donc l’angle 
ABE = AEB ; par suite (^1. 1 , p. 6, c.) le triangle ABE est 
isocèle , le côté AE est égal à AB , et si dans la propor- 
tion précédente on remplace AE par AB , on a CD : DB : : 
AC : AB. 

2” Supposons qu’on ait CD : DB :: AC ; AB, je dis que 
AD sera la bissectrice de l’angle CAB. Pour le^ prouver, 
faisons la même construction que ci^essus. On aura aussi 
CD : DB :: AC : AE. Comparant ces deux proportions, on 
voit qu’elles ont les trois premiers termes communs; donc 
le quatrième aura la même valeur, et il vient AB=AE. Le 
triangle AEB est donc isocèle, et l’angle AEB = ABE (1. 1, 
p. 5, c.). Mais à cause des parallèles AD , BE, l’angle CAD 
= AEB et l’angle DAB=ABE. Donc les angles CAD, DAB 
sont égaux, et l’angle CAB est partagé en deux parties 
égales par la droite AD. 

Remarque, La droite AF, bissectrice de l’angle extérieur 
BAE , supplémentaire de CAB , détermine sur le prolon- 
gement de CB un point F, et deux segments CF, BF, dont 
la différence est CB. On exprime ceci en disant que la 
droite CB est divisée au point F en deux segments sous- 
tractifs , tandis que le point D la partage en deux seg- 
ments additifs, c’est-à-dire en deux segments dont la 
somme est CB. 

Les deux segments CF , BF sont aussi proportionnels 
aux côtés CA , AB. En efiet , soit mené BG parallèle à AF ; 
on aura CF : BF ; : CA : GA. Mais à cause des parallèles , 
l’angle AGB=EAF, l’angle ABG=FAB. Donc AGB = 
ABG et dans le triangle AGB , le côté AG sera égal à AB. 
La proportion devient donc CF : BF : : CA : AB. 
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C-2 GÉOMÉTRIE. 

En eofflparant celle proportion avec CD : DB CA ; AB, on en 
tire 

CF ; BF : : CD : DB. 

Celle proporlion prouve que le produit de la ligne entière CF, 
par le segment moyen DB, est égal au produit des deux sogitacnis 
extrêmes CD, BF; on la nomme proportion harmonique; les 4 points 
C, D. B, F sont dils former un système harmonique. 

Défimtion ri. Deux figures sont dilcs lors- 

qu’on peut les placer de façon qu’à chaque point A, B, C... 
pris dans l’une, corresponde dans l’autre un point a, b, e..., 
tel que les droites Au> B6, etc., qui joignent ces points 
correspondants , vont concourir en un racine point O et 
y sont divisées en segments proportionnels, soustraelifs 
pour toutes ces droites, ou additifs pour toutes, de sorlc 
que OA : Oa : : OB : Ob, etc. 

Il existe une inflnilé de figures semblables A une figure donnée 
ABC... Car ayant pris à volonté un point O , et joint co point aux 
pointa A, B,C... de la figure donnée, on n’a qu'à prendre un point 
a arbitrairement sur OA, et déterminer sur OB, OC... les points 
b, c... , do façon que OA : Oa : : OB : 06 ; : OC : Oc... ; le lieu des 
poiuls 0 , 6,0 sera semblable à ABC... De même si , ayant pris à 
volonté a‘ spr Oa. on fait en sorlc que OA : Oo' : : OB : 06' : : OC 
: Oc'... , o'b'c'... sera semblable à ABC... 

Définition ni. Lorsque les droites sont toutes divisées 
au point O en segments soustractifs, la similitude est dite 
directe. Dans le cas contraire, elle est dite inverse. Ici on 
considérera les deux cas. 

Définition riii. Le point O se nomme centre de simi- 
litude; toute droite menée par ce point est appelée rayon 
vecteur; le rapport OA : Oa, OB : OA, etc., se nomme 
rapport de similitude. * 

Définition ix. Dans deux figures semblables , deux 
points A , a , situés sur le même rayon vecteur de façon 
que le rapport OA : Oa est égal au rapport de similitude, 
.se nomment des points homologues. 
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Définition x. Deux droites dont l’une AB passe par pig. co. 
deux points A et B, et l’autre ab par les homologues des 
premiers , sont dites lignes homologues. On peut les sup- 
poser prolongées indéfiniment. Les dislanees ÂB , ab sc 
nomment des dimensions homologues. 

PROPOSITION XI. 

TBÉORÈME. 

Si dans deux figures semblables d une troisième , deux Fig. f>7. 
dimensions homologues à une même dimension de' celte 
troisième figure sont égales, ces deux premières figures 
sont égales. 

Soient Â, B, C trois points queleonques de la troisième 
figure; a, b , c leurs homologues dans la première, par 
rapport au centre de similitude O; d, b', c', etc., les ho- 
mologues de ces mêmes points A , B , C... dans la seconde 
figure par rapport au eenlre de similitude O'; si l’on sup- 
pose ab égal à db' , je dis que les figures abc ... , db'c'... 
sont superposables. En effet, d’après la définition 6, on a 
la proportion OB *. OA :: OA : Ou. Ainsi la droite qui 
coupe proportionnellement les côtés OB , OA du triangle 
OAB est (p. 7) parallèle au côté AB ; par une raison sem- 
blable, ac est parallèle à*AC : donc les angles BAC, bac , 
qui ont leurs côtés respectifs parallèles et de même sens 
(dans le cas de la similitude inverse, parallèles et de sens 
contraire) , sont égaux. On prouvera de meme que l’angle 
b' de' est égal à BAC. Donc bac = b'dc'. 

De plus, si l’on mène dn point a la droite uD parallèle 
à OB jusqu’à la rencontre de AB en D , on aura dans le 
triangle ABO (p. 7) ’ 

AB:BD::AO:aO; 
remplaçant BD par son égal «A, il vient 
AB : ab :i AO : «O ; 
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on a de même AC ; ne* : : AO : nO, d’où , à cause du rap- 
port commun AO : aO , on aura AB : aê ; : AG : ac. ■ 

Par un raisonnement semblable , on établira la propor- 
tion 

AB : o-ê' : : AC : a!c\ 

Puisque, par hypothèse ab = a'b', ces deux dernières 
proportions ont les trois premiers termes communs , et 
l’on aura ac = a'c'. Donc, si l’on superpose a' A' sur son 
égal ab, à cause de l’angle bac — b' de' , le côté de' prendra 
la direction de ac, et comme ac=dc', le point c' tombera 
en c. On verra de même que tout autre point de la figure 
db'c',.. coïncide avec un point de abc... Donc ces deux 
figures sont superposables. 

Corollaire 1. Pour construire une figure semblable à 
une figure donnée ABC, etc. , sur une dimension donnée 
ab homologue à AB, on peut prendre à volonté le centre 
de similitude, puisque toutes les figures ainsi obtenues 
sont superposables. 

Corollaire 2. Dans deux figures semblables , le rapport 
des dimensions homologues est constant et égal au rapport 
de similitude. Car on vient de prouver la proportion AB: 
ab :: OA : Oa. Mais AB , ab sont deux dimensions homo- 
logues (d. 10), et OA : Oa estje rapport de similitude 
(d. 8); donc, etc. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Fig. 68. Si trois points A , B , C sont sur une droite , leurs ho- 
mologues a , b, c , par rapport à un centre de similitude 
quelconque O, sont aussi sur une droite parallèle à la 
première. 

En effet , d’après la définition 6 , on a OA : Oa : : OB : 
Ob, proportion qui prouve (p. 7) que ab est parallèle à 
AB ; de même bc est parallèle à BC, et comme d’un point 
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b on ne peut mener qu’une parallèle à AC (I. 1 , p. 14) , il 
s’ensuit que abc est une droite parallèle à AC. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

• 

Toute figure semblable à un polygone est un second Fig. 69. 
polygone ayant autant de côtés que le premier. 

Soit ABCDE un polygone; prenons un point quelconque 
O pour centre de similitude, et tirons les rayons vecteurs 
OA , OB , etc. , aux sommets de ce polygone. Prenons les 
points a, b , c, d , e sur ces rayons, de façon que l’on ait 
OA : Oa :: OB :0b :: OC : Oc, etc., et à cèt effet, après 
avoir pris à volonté le point a , menons ab parallèle à AB, 
bc parallèle à BC, et ainsi de suite. D’après la proposi- 
tion 12, les points homologues des points de AB seront 
toqs sur ab; les homologues des points de BC seront tous 
sur bc, etc.; donc la figure semblable à ABCDE est un po- 
lygone abcde ayant autant de côtés que le premier. 

Corollaire. Pour que deux polygones soient semblables, 
il suffit qu’on puisse les placer de façon qu’à chaque som- 
met A de l’un réponde dans l’autre un sommet a, qui soit 
homologue de A par rapport à un centre de similitude 
quelconque, pourvu toutefois que deux sommets a, b ne 
déterminent un côté que si leurs homologues A, B en dé- 
terminent un; mais aussi pourvu que deux sommets a, b 
déterminent un côté si leurs homologues A , B en déter- 
minent un. En effet, si ces conditions sont remplies, cha- 
que point K pris sur le contour de l’un des polygones 
aura son homologue k sur le contour de l’autre , et pour 
trouver fc, il suffit de joindre KO et de prendre l’intersec- 
tion de celte droite avec le côté ed, déterminé par les 
points homologues de E, D, qui déterminent le côté sur 
lequel on a pris K. 

DÉpiHiTioit XI. Dans deux polygones semblables, les 
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sommels qui sont des points homologues se nomment des 
sommets homologues ; les angles auxquels ces points ser- 
vent de sommets sont nommés angles homologues ; les 
côtés qui joignent des sommets homologues sont nommés 
côtés homologues , et les diagonales qui joignent des som- 
, mets homologues sont appelées diagonales homologues. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Deux polygones semblables ont les angles homologues 
égaux et les côtés homologues proportionnels ; récipro- 
quement , si dans deux polygones les angles sont égaux 
deux à deux , et si les côtés adjacents aux angles égaux 
sont proportionnels , ces polygones sont semblables. 

Fig. 69. 1° Soient ABCDE, abede deux polygones semblables, O 

un centre de similitude. Puisque OA : 0« :: OB : 06^ le 
côté ab est parallèle à AB, de même bc est parallèle à BG, 
et l’angle abc est égal à ABC; de même BCD = ôcd, GDE 
xzede, etc. De plus, on a prouvé (p. 11 , c. 2) que les di- 
mensions homologues sont dans le rapport de similitude; 
donc les rapports AB : ah, BG : bc, GD : cd, etc. , sont 
égaux, et par suite les côtés homologues sont proportion- 
nels. 

2® Réciproquement, soient deux polygones ABCDE, 

' a"b"c"d"e" ayant les angles \=a", B— b",..., E=xe", et 
les côtés proportionnels , de sorte que AB : a" b" : : BC : 
b"c" : : etc. Je dis que ces polygones sont semblables.' Pour 
le prouver, supposons a"ô''<^AB, et soit pris ab paral- 
lèle à AB et égal à a"b"; tirons ha, Bô, qui se couperont 
en un point O , enfin tirons OC , OD, OE; du point b me- 
nons bc parallèle à BG, cd à CD, de à DE; joignons ae, 
qui sera aussi parallèle à AE. Le polygone abede sera sem- 
blable à ABCDE (d. 6); je dis qu’il est égal à a"b"c"d'e". 
En effet, les polygones ABCDE, abede étant semblables. 
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on a l’angte a=Â; mais par hypothèse a' —A; donc azza"; 
de même b=zb", c = c^', d=d" ez=e". De plus, la simili* 
tude des mêmes polygones ABCOE , abede donne 

AB ; ab :: BC : bc. 

Mais par hypothèse AB : c^'b" : : BC ; b"c" et comme 
a"b"=ab, ces deux proportions ont les trois premiers 
termes communs ; donc bc=b"c". On démontre de même 
que cd = c"d", de = d!'e", ea — é'd'. Donc les deux poly- 
gones abede , d'b''c"d'e" sont égaux et superposables , et 
par suite a"b"c"(t'e!' est semblable à ABCDE. 

Corollaire 1. Deux polygones semblables à un troisième 
sont semblables entre eux. -Car en comparant chacun des 
deux premiers polygones au troisième, on voit que ces 
deux'prcmiers polygones ont les angles égaux deux à deux' 
et les côtés proportionnels. 

Corollaire 2. Des proportions kB :ab :: BC : bc i: CD 
: cd , etc. , on tire 

AB-1-BC-)-CDH : ab-\-bc-{-ed-\ : : AB : 

ab : : BC i bc :: etc. 

Ainsi les contours ou périmètres de deux polygones 
semblables sont entre eux comme les côtés homologues. 

DÉFiNiTtox XI. Deux polygones qui ont les angles égaux 
deux à deux sont dits équiangles entre eux; deux poly- 
gones qui ont les côtés égaux deux à deux sont dits équi- 
latéraux entre eux. 


PROPOSITION XV. 

THéoRèUI'. 

r^Ux polygones semblables peuvent se décomposer en 
un même nombre de triangles semblables chacun à chacun 
et semblablement disposés. Réciproquement , deux poly- 
gones composés d’un même nombre de triangles sembla- 

b. 
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blés chacun à chacun et semblablement disposés sont sem- 
blables. 

Tig. 69. Soient les polygones ABCDE , abcde supposés sembla- 
bles , O le centre de similitude. D’un sommet quelconque 
A menons des diagonales aux autres sommets du polygone 
ABCDE; dans le polygone abcde menons les diagonales 
homologues (d. 11). Les triangles ABC, abc sont sembla- 
bles; car ils sont placés de façon que les droites Aa, BA, 
Ce vont concourir en O, et y sont divisées en segments 
proportionnels (p. 13, c.). On reconiiatt de même que le 
triangle ACD est semblable à acd, et que ADE l’est à ade. 

De plus les deux sjslèines de triangles sont semblablement dis- 
posés, c'est-à-dire que si d'un côté on considère deux triangles 
ABC, ACD qui ont un côté commun , et de l'autre les triangles o6c, 
acd, semblables à ceux-là, ces deux derniers ont aussi un côté 
commnn ; en outre , les angles adjacents à l'une des extrémités A 
du côté commun aux deux premiers triangles sont les homologues 
respectifs de ceux qui sont adjacents à l'une des extrémités a dn 
côté commun aux deux derniers ; il en est de même en C et e. En- 
fin , les triangles ABC, ACD se tronvant situés de différents côtés 
par rapport à AC , il en est de môme de abc. acd par rapport à ae. 

Réciproquement , supposons que les deux polygones 
ABCDE, cé'b"c"d'e" soient composés d’un même nombre 
de triangles semblables chacun à chacun et semblablement 
disposés. Soit le triangle ABC semblable à a"b"c", ACD à 
a"c"d", etc. A cause des triangles semblables ABC, a"b"c" 
(p.l'S), l’angle ABC sera égala a"b"c", l’angle BCA àb"c"a ; 
par une raison semblable , l’angle ACD — a' c"d ' , et 1 angle 
total BCD sera égal à b''c"d\ et ainsi des autres, de sorte 
que les deux polygones auront les angles égaux deux à 
deux. D’ailleurs les triangles semblables donnent encore 
(p.l4): 

AB : a" b" ; : BC ; b"c" ; ; AC ; a"c" : : CD : c"d' ; : etc. 
Ainsi , non-seulement dans ces deux polygones les angles 
sont égaux deux à deux , mais encore les cotés adjacents 
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aux angles égaux sont proportionnels. Donc (p. 14, 2*) 
ces polygones sont semblables. 

Remarqu» i. Si les triangles semblables n’élaient pas semblable- 
ment disposés, les deux polygones ne seraient pas semblables. Par 
exemple, supposons tonjonrs que l’angle b'*c"a'‘ = DCA, mais 
qne fangle égal à ACD n'ait pas son sommet en e' ; l’angle b"e“d" 
ne sera pas égal à BCD. 

Remarque 2. Dans les propositions 13, 14, 15, rien 
n’empéche de remplacer le point O par O', et le polygone 
abede par db'c'Sé, qui a ses côtés respectirement paral- 
lèles et de sens contraire ^ux côtés correspondants de 
ABCDE. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈnE. 

ZfeKx triangles ABC, abc sont semblables l® s'ils ont les 
côtés proportionnels; 2® s’ils ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels ; 3" s’ils sont équiangles entre 
eux. 

1® Supposons qu’on ait AB : aô : : AC : ne : : BC ; bc. Fig. 70 . 
Prenons une droite db' égale à ab et parallèle à AB ; tirons 
kd Bô', qui se couperont en un point O; tirons OC ; me- 
nons du point b' la droite b'c', parallèle à BC, jusqu’à la 
rencontre de OC en c'; joignons dc\ Les droites OA, OB, 

OC seront coupées proportionnellement en d, b', c' (p. 7), 
et le triangle db'd sera semblable à ABC (p. 1 3, c.). Donc , 
on a (p. 14) 

AB : db' :: AC : de' : : BC : ô'c'. 

Mais par hypothèse AB : ab :: AC : ac :: BC : bc. 

Or, par construction, ab = db'; donc aussi dc' = ac, 
b'c'~bc, et les deux triangles abc, db'c' sont égaux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Mais 
db'c' est semblable à ABC ; donc abc l’est aussi. 
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2‘ Supposons que l’angle a soit égal à BàC et qu’on ait 
la proportion AB ab :: KC : ac. Ayant fait la même con- 
struction que dans le premier cas, on aura AB : 0 * 6 ' : : AC 
: a'c', d’où l’on conclura que ac — dé. De plus, l’angle 
h'dc' sera égal à BAC (p. 14) , et par suite à l’angle a; 
donc les deux triangles abc, db'c' ont un angle égal com- 
pris entre côtes égaux; donc ils sont égaux. Mais db'd est 
semblable à ABC; donc abc l’est aussi. 

3® Soit l’angle a= BAC, l’angle ô=ABC,'et c=r ACB. 
Ayant encore fait la même construction , on aura dans les 
_ triangles semblables ABC, «'ô'c', l’angle A' «'c' = BAC , et 
par suite égal à a; de méme^ l’angle db'd — b. Donc les 
deux triangles abc, db'c' sont égaux comme ayant un côté 
égal adjacent à des angles égaux. Mais le triangle db'c' 
est semblable à ABC; donc abc l’est aussi. 

Remarque 1. Dans les triangles semblables, les côtés 
bomologues sont opposés à des angles égaux. Car le côté 
ab étant homologue à AB, les angles a et b, adjacents à 
ab, sont égaux à A et B adjacents à AB (p. 14); donc aussi 
les angles c , C, opposés aux côté» homologues db, AB , 
sont égaux. 

Remarque^. Pour que deux triangles soient semblables , 
il suffit qu’ils aient deux angles égaux chacun à chacun. 
Car dès lors le troisième est aussi égal de part et d’autre 
(I. 1 , p. 20, c. 1) , et les triangles sont semblables. 

Remarque 3. La proposition précédente prouve que , 
dans les triangles, l’égalité des angles est une suite de la 
. proportionnalité des côtés, et réciproquement. Il n’en est 
pas de même dans les figures de plus de trois côtés. Car 
Fig. 71 . pour ne parler que des quadrilatères, soit la figure ABCD; 

si l’on mène à volonté la droite FE parallèle à DC, le qua- 
' drilatère ABFC aura les mêmes angles que ABCD; mais 
comme le côté AB est commun , et que AF est différent de 
AD, les côtés adjacents aux angles égaux ne seront pas 
proportionnels. Ainsi, sans changer les angles, on peut 
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changer les rapports des côtés, De plus, si sur une droite 
plus petite ou plus grande que la diagonale DB on con- 
struit deux triangles , l’un, d’un côté avec BC et DG, l’au- 
tre , de l’autre côté avec ÀB, AD, on aura un second qua- 
drilatère renferpaant les mêmes côtés avec des angles 
différents. 

Remarque 4. Les trois cas de la proposition 16 sont les 
«as fondamentaux de la similitude des triangles. Ceux que 
renferme la proposition suivante rentrent tous les deux 
dans le troisième des précédents, et dépendent de la 
position relative des deux Bgures. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont semblables s’ils ont les côtés paral- 
lèles ou perpendiculaires deux à deux. 

1° Soient deux triangles ABC, A'B'C' ayant le côté AB Fig. 72. 
parallèle à A'B', AG à A'C', BC à B'C'. Je dis qu’ils sont 
semblables. Car les angles A et A', qui ont les côtés paral- 
lèles, sont égaux ou supplémentaires (I. 1 , p. 17); il en 
est de naêmc de B et B', de G et G'. Or , si A et A' étaient 
supplémentaires, la somme A-|-A' serait égale à 2 droits ; 
si en même temps B et B' étaient supplémentaires, la somme 
B-|-B' serait aussi égale à 2 droits ; donc la somme des 4 
angles A, A', B, B' serait égale à 4 droits, ce qui ne sc 
peut, puisque la somme de touÿ les six angles des deux 
triangles vaut 4 droits (1. 1, p. 20). Donc il est impossible 
que deux angles du triangle ABC soient supplémentaires 
de deux angles du'triangle A'B'C'. Ainsi, dans le triangle 
ABC il y a tout au plus un angle qui puisse être supplé- 
mentaire d’un angle de A'B'C'; mais si les autres ne sont 
pas supplémentaires 2 à 2 , ils sont égaux. Donc les trian- 
gles proposés ont au moins deux angles égaux chacun à 
chacun; par’ conséquent le troisième angle est aussi égal . 
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de part et d’autre (I. 1 , p. 20, c. 1), et les deux triangles 
sont semblables (p. 16, 3°). 

2° Dans le cas des côtés perpendiculaires , la démon- 
stration est la même, vu que deux angles qui ont les côtés 
'perpendiculaires, sont égaux ou supplémentaires (I. 1, 
p.l7). 

Remarque. Puisque les angles A , A', qui ont les côtés 
parallèles , sont égaux , U s’ensuit que les côtés opposés 
fiC, B'C', qui sont aussi parallèles, sont homologues. 
Ainsi, dans le cas des côtés parallèles, ce sont les côtés 
parallèles qui sont homologues. De méme^ dans le cas des 
côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpendiculaires 
• qui sont homologues. 

PROPOSITION XVIIF. 

THÉORÈME. 

Deux parallèles AD, ad, coupées par des droites OA , 
OB, etc., qui concourent au même point O , sont divisées 
proportionnellement , de sorte qu’on aura AB : aô : : BC : 
ôc CD : cd. 

Fig. 73 . En effet, puisque ab est parallèle à AB, les deux trian- 
gles OAB, Oab, qui ont déjà un angle commun en O, ont 
aussi les deux autres angles égaux chacun à chacun , et 
sont semblables (p. 16,3°); donc on a AB : ab :: OB : Oô. 

Les deux triangles semblables OBC, Obe donnent aussi 
BC : ôc :: OB : Oô, d’où> à cause du rapport commun, 
AB : aô : : BC : bc. On prouve de même que BC : ôc :: CD 
: cd. Donc AB : ab :: BC : bc :: CD : cd, 

La démonstration est la même dans le cas où le point 
O est entre les deux parallèles, comme cela a lieu par rap- 
port à a'cH et AD. 

Corollaire. On déduit de là le moyen de résoudre le 
Fig. 74. problème de la prop. 8. S’il s’agit de diviser une droite 
M en parties proportionnelles aux droites l, k , i, sur une 
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droite indéfinie prenez ÀB = /, BC=A', GD = t, et sur 
'ÂD décrivez un triangle équilatéral AOD; portez M de O 
en a et de O en tirez ad et joignez le point O aux 
points B, C, par les droites OB,OC qui coupent la droite 
ad aux points b, c. Je dis que la droite ad est égale à M, 
et qu’elle est divisée en b, c , proportionnellement aux 
droites l, k, i. En effet, puisque Oa=Od et que OA=OD, 
on a la proportion OA : Oa :: OD : Qd, d’où l’on conclut 
que les triangles OAD , Oad ont un angle commun en O 
compris entre côtés proportionnels, et sont semblables 
(p. 16, 2°); mais le triangle OAD étant équilatéral, Oad 
lesera aussi ; par conséquent ad est égal à aO, qui a été 
pris égal à M. Donc d’abord ad—M. En second lieu, d’a- 
près ce qu’on vient de prouver, on a ab : AB bc : BC : : 
cd:CD, et, puisque AB =1, BC=A,CD = t, on aura 
ab : lu bc : k t: cd t i. 

Donc enfin ad ou M est partagé en ô et c proportion- 
nellement kl, k, i. 

PROPOSITION XIX. 

PROBLÈltE. 

Sur une droite donnée ab construire un polygone sem- 
blable à un polygone donné ABCDE, en prenant ab comme 
côté homologue d’un côté donné AB. 

De l’une des extrémités de AB menons des diagonales Fig. 75. 
aux sommets opposés , afin de décomposer le polygone 
ABCDE en triangles. Cela posé, au point a de la droite ab 
on fera l’angle bac égal à BAC, et au point b l’angle abc 
égal à ABC; le triangle abc ainsi formé sera semblable à 
ABC (p. 16, r. 2). Ensuite au point a de ac on fera l’angle 
dac=0\C , au point c l’angle acd égal à ACD, d’où résul- 
tera le triangle ade semblable à ADC. Enfin au point a de 
ad on fera l’angle ead=EAD, au point d l’angle edazz. 

EDA , ce qui donnera le triangle eda semblable à EDA. Le 
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polygone (Aede sera semblable à ABCDE : car ces deux 
polygones sont composés de triangles semblables chacun 
à chacun, et semblablement disposés (p. 15). 

Hemarque 1. Si ap lieu de donner aux triangles abc. pcd. ade 
une disposilion semblable à celle des triangles ABC , AGI ) , ADE , 
on n’avait aucun égard à cette condition, on trouverait plus d’un 
poljgone. Car d’abord au lieu de faire au point a do la droite ac 
l'anglo dac = DAC, et au point c l’angle acd = ACD, supposons 
qu’on fasse au point e l’angle aed' = CAD et au point a l’angle 
(l'ue = .iCD ; le triangle aed‘ sera semblable à ADC , et les deux 
quadrilatères ABCD , abcd', quoique composé# de triangles sem- 
blables , ne sont pas semblables , parce que ces triangles ne sont 
pas semblablement disposés. En second lieu , an lieu de prendre 
dans le nouveau triangle le côté ac comme homologue du côté 
AC du triangle ACD, on peut conslrnire sur ac comme homologue 
de AD un triangle semblable à ACD , ce qui peut encore se faire de 
deux roaniorcs. Prenant de mémo ac comme homologue de CD , on 
aura encore deux triangles. On aura donc de la sorte 6 quadrila- 
tères composés do triangles semblables à ceux dont se compose 
ABCD; encore a-t-on placé les triangles construits sur ac, de 
l'autre côté de cette ligne, par rapport à abc, comme ceux qui 
sont construits sur AC. Si on les plaçait aussi du môme côté de ac, 
on aurait t2 quadrilatères. EnQnsi l’on opère sur uô et sur bc comme 
un a fait sur ac ,on trouvera encore 12 triangles additifs et 12 trian- 
gles soustractif^. On aura donc 18 quadrilatères composés de trian- 
gles additifs semblables i ceux dont se compose ABCD, et ISautres 
composés de pareils triangles soustractifs. Faisons abstraction de 
ces derniers, et prenons l'un des quadrilatères de la première 
espèce , par exemple abcd , pour achever le pentagone. Sur cha- 
t!un des 4 côtés de abcd on pourra placer six triangles additifs sem- 
blables à ADE, ce qui formera 24 pentagones composés do triangles 
semblables à ceux do ABCDE. Chacun des 18 quadrilatères en don- 
nant autant, on aura en tout 18. 24 pentagones dont un seul a ses 
triangles disposés comme ABCDE; c’est celui-là seul qui est sem- 
blable à ce dernier. Si le polygone ABCDE avait n côtés, le nombre 
lies polygones conslruUs sur ab homologue de AB serait 18. 24. 
30...... X '6»» - 6). 
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'^R^marqtte 2. La défiaition de* figures semblables four- 
nit aussi un moyen de faire, sur une droite donnée de 
grandeur, un polygone semblable à un polygone donné. 

PROPOSITION XX. 

THÉOHÈME. 

Si du sommet de l’angle droit A d’un triangle rectangle Fig. 76. 
ABC on mène une perpendiculaire AD sur l’ hypothénuse 
BC: 

1° Le triangle ABC sera décomposé en deux triangles 
semblables entre eux et au triangle total ABC; 

2° Chaque côté de l’angle droit sera moyen proportion- 
nel entre V hypothénuse entière e\ le segment adjacent ; 

3" La perpendiculaire AD iera moyenne proportionnelle 
entre les deux segments. 

En effet, l' les triangles BAC, BAD sont rectangles, le 
premier en A, le second en D ; ils ont l’angle B commun ; 
donc le troisième angle C de l’un est égal au troisième 
angle BAD de l’autre, et les deux triangles sont sembla- 
bles (p. 16, 3°). De même, les triangles ABC, ADC sont 
rectangles , ont l’angle C commun ; par conséquent l’angle 
B du premier est égal à l’angle CAD du second , et les deux 
triangles sont semblables. Ainsi les trois triangles ABC, 

ADC, BDA sont semblables. 

2° Les triangles ABC, ADB étant semblables, auront les 
côtés homologues proportionnels (p. 14). Or, le côté BC’ 
du triangle BAC et le côté BA du triangle BAD sont oppo- 
sés aux angles droits et sont, par conséquent, homologues 
(p. 16, r. 1). De même B A du triangle BAC est opposé à 
l’angle C, BD du triangle BDA l’est à l’angle BAD qui est 
égal à G; donc ces deux côtés sont homologues, et l’on a 
la proportion BC : BA : : BA : BD. 

I.ÆS triangles BAG, DAC donnent de même la proportion 
BC : AC:: AC: CD. 
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Ainsi chaque côté de l’angle droit est moyen propor- 
tionnel entre l’hypothénuse et le segment adjacent. 

3* Dans les triangles semblables BAD , DAG , les côtés 
RD, DA du premier sont homologues aux côtés DA, DC 
du second ; car BD et DA , dans le premier, sont opposés 
aux angles BAD, B; et DA , DC du second le sont aux an- 
gles G, CAD, respectivement égaux à ceux-là. Donc 
BD:DA::DA:DC ‘ 

et la perpendiculaireDA est moyenne proportionnelle entre 
les deux segments BD, DG de l’hypothénuse. 

PROPOSITION XXI. 

PROBLÈHB. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre deux ligne* 
a , b données de longueur. 

Fig. 77. ' Sur une droite indéfinie BE prenez BD égal à a*et DC 
égal à b. Sur BG comme diamètre décrirez une demi-cir- 
conrércncc; au point D élevez sur BG une perpendiculaire 
DA jusqu’à la rencontre de la demi -circonférence en A : 
DA sera la moyenne proportionnelle demandée. Car si l’on 
tire AB, AG, l’angle BAC, inscrit dans un demi-cercle, est 
droit (I. 2 , p. 22 , c. 3) ; donc, dans le triangle rectangle 
BAG, la perpendiculaire DA est moyenne proportionnelle 
entre BD et DC ( p. 20 , 3°), c’est-à-dire entre a et b. 

Remarque. Gomme AB est aussi moyenne proportion- 
nelle entre BG et BD (p. 20 , 2°) on peut dire ; 1° que la 
perpendiculaire AD abaissée d’un point de la circonférence 
sur un diamètre B G est moyenne proportionnelle entre les 
deux segments BD, DC de ce diamètre; 2° que la corde AB 
est moyenne proportionnelle entre le diamètre BG et le 
segment adjacent BD. 


-vT 
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PROPOSITION XXII. 

TBÉORÈHE. 

Les segments de deux cordes AB , CD , qui se coupent Fig^. 78. 
dans le cercle, sont réciproquement proportionnels, de 
sorte qu’on a AO : OC ; : OD : OB. 

En eflet, si l’on tire AD , BC, les deux triangles AOD, 

COB auront les angles en O égaux comme opposés au 
sommet ; les angles D et B sont égaux comme ayant pour 
mesure la moitié du même arc AC ( p. 5 , c. 2) ; donc ces 
deux triangles sont semblables (p. 16, r. 2), et les côtés 
homologues donnent la proportion demandée AO : OC :: 

OD : OB. • 

Corollaire, HéciproqaemeDt si Too a la proportion AO : CO : ; , 

OD ; OB , les 4 points A, B, C, D, seront sur une circonférence de 
cercle. En effet, par les trois points A, B, C, faisons passer une 
circonférence ; si elie ne passait point par D , elle couperait la 
droite CD en on antre point D', et d'après ce qu'on vient de prouver 
on aurait AO : OC : ; OD' ; : OB ; mais par hypothèse on a AO : OC 
: : OD : OB. Ces deux proportions prouvent qne OD = OD', ce qui 
est impossible, à moins que le point D' no se confonde avec D. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si d’un point O pris hors d’un cercle on mène deux sé- pig, 
cantes, les segments comptés du point O sont réciproque- 
ment proportionnels, de sorte qu’on a OA : OC :: OD : OB. 

Car si l’on tire BC, AD, les triangles AOD,BOC auront 
l’angle O commun , l’angle D égal à B , parce qu’ils ont 
pour mesure la moitié du même arc AC ; donc ces trian- 
gles sont semblables , et les côtés homologues donnent 
OA : OC ; : OD : OB. 
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Remarqua 1. La réciproque eit vraie et le démontre comme celle 
de la proposition 22. 

Remarqua 2. Les propositions 22 et 23 peuvent être toutes déni 
comprises dans l'énoncé suivant : routa circonférenca qui rencontre 
deux droites concourantes, les coupe de façon que les segments de l'une 
des droites sont réciproquement proportionnels à ceux de l'autre , ces 
segments étant prit à partir du point de concours. 

Remarque 3. La proposition suivante peut être considérée comme 
un cas particulier de la 23', en supposant qne sur l'Une des sécantes 
les dent points d’i'ntersccUon se rénnissenl en un seul , de façon 
qu’elle devienne tangente. 

PROPOSITION XXIV. 

TBÉORÈME. . 

« 

Fig. SO. Si d’un même point O pris hors d’un cercle on mène 
une tangente et une sécante , la tangente OA est moyenne 
proportionnelle entre les segments OB , OC de la sécante , 
tous ces segments étant comptés du point O. 

Tirez AB , AC : les deux triangles OAB , OAC auront 
l’angle O commun; l’angle OAB du premier triangle étant 
forme par une tangente OA et une corde AB , a pour me- 
sure la moitié de l’arc AB compris entre ses côtés (p. 5 , 
r. 2) ; l’angle C du second triangle a la même mesure. 
Donc ces deux triangles sont semblable» et leurs côtés ho- 
mologues donnent la proportion demandée OC : OA : : 
OA : OB. 

Corollaire. Si l'on a la proportion OC : OA : : OA : OB, les points 
B et C étant d'ailleurs situés du même côté du point O , la circonfé- 
rebco menée par les trois points A , B, C , touchera la droite OA 
en A. Car si elle ne touchait pas OA , elle aurait avec OA un second 
point commun ; soit A' ce point; les droites OC , OA seraient des 
sécantes, et l'on aurait (p. 23} OC : OA : : OA' : OB; mais par hypo- 
thèse on a OC : OA : : OA : OB , et la comparaison de ces deux pro- 
portions exige qu'on ait OA' = OA. Donc le point A' se confond 
avec A, et la droite OA, ne pouvant avoir deux points communs 
avec la circonférence, est nécessairement une langoiile. 
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PROPOSITION XXV. 

PROBLÈME. 

Diviser une droite AB donnée de longueur, en mojrenne Fig. 81. 
et extrême raison, c’cst-à-dire en deux segments tels que 
le plus grand soit moyen proportionnel entre le plus petit 
et. la ligne entière. 

A l’une des extrémités B de AB élevez à cette droite une 
perpendiculaire BC égale à la moitié de AB; du point C 
comme centre, et du rayon CB décrivez une circonfé- 
rence , joignez AC , et soit D le point où cette droite 
coupe la circonférence; prenez AF égal à AD : la droite 
AB sera divisée au point F de la manière demandée. 

En effet, AB, qui est perpendiculaire à l’extrémité B du 
rayon BC, est une tangente (1. 2, p. 6), et si l’on prolonge 
AC jusqu’âr la circonférence en E , on aura, d’après la pro- 
position précédente, 

AE: AB;: AB: AD ou :.AF, 
de là AE— AB ; AB : : AB— AF : AF. 

Mais AB, étant double de BC, sera égal à DE , qui est 
aussi double de BC; donc AE — AB est la même chose que 
AE — DE ou AD ou AF; en second lieu AB — AF est la 
même chose que FB ; donc la proportion précédente de- 
vient 

AF : AB :: FB : AF, et, intervertissant, 

■ ' AB : AF : : AF : FB. 

Par conséquent , le plus grand segment AF est moyen 
proportionnel entre le plus petit FB et la ligne entière AB. 

PROPOSITION XXVI. ' ' 

THÉORÈME. 

Si Von divise le rayon OA d’un cercle en moyenne et Fig. 82. 
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extrême raison , le plus grand segment OB soustendra la 
dixième partie de la circonférence. 

Prenons la corde AG égale à BO; tirons BC. Puisque le 
rayon OA est divisé en moyenne et extrême raison en B, on 
a AO:BO::BO:BA; remplaçant ici BO par son égal AG, 
on aura AO : AG : : AG : B A. Ainsi les côtés AO, AG du 
triangle OAC sont proportionnels aux côtes AG, AB du 
triangle ABG ; de plus, l’angle compris entre ces côtés est 
le même de part et d’autre ; donc ces deux triangles sont 
semblables (p. 16,3*), et ont les côtés proportionnels, de 
sorte qu’on peut écrire AO ; AG :: GO : BG. Mais AO = 
CO , donc aussi BC = AG, et comme AG a été fait égal à 
BO, les deux triangles ABG, BOG sont isocèles. 

Cela posé, l’angle ABC, extérieur au triangle BOG , est 
égal à la somme des angles intérieurs opposés, en G et en 
O (1. 1 , p. 30, r.); et comme le triangle BOG est isocèle, 
l’angle en G est égal à O , et l’angle ABC est* double de 
l’angle O. L’angle BAC est d’ailleurs égal à ABC ; donc 
BAC = 3xO, et son égal ACO aussi est =3x0. On en 
conclut que BAC+AC0-f-0=3x 0+3 X 0+0=5 fois 
l’angle O, et puisque ces trois angles valent aussi ensem- 
ble 3 droits , l’angle 0 sera la cinquième partie de 3 droits, 
3 4. 

c’est-à-dire sera -r ou ^ d’un droit, ou le dixième de 4 
O lü 

droits. Par conséquent l’arc AC sera le dixième de la cir- 
conférence (p. 6). 

Corollaire. . On saura donc diviser la circonférence en 
10 parties égales. Soit pris l’arc AC' = AC, l’arc CAC' sera 
le cinquième de la circonférence. En divisant l’arc AC en 
3,4, 8, etc., parties égales , on pourra diviser la circon- 
férence en 6, 10, 30, 40, 80, etc., parties égales. 
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PROPOSITION XXVII. 


THEOREME. 


Le rayon soustend la sixième partie de la circonférence, pig. gj. 
Soit la corde DE égale au rayon, et soient menés les 
rayons OD, OE. Le triangle DOE est équilatéral; par con- 
séquent il a ses trois angles égaux (I. 2 , d. 9), et comme 
leur somme est égale à deux droits, chacun d’eux sera 
2 4 

^al à - ou - d’un angle droit. Ainsi l’angle DOE sera 

O O ^ 

4 1 

aussi - d’un droit ou - de 4 droits. Donc l’arc DE est le 
6 o 

sixième de la circonférence. 

Corollaire 1. On saura donc diviser la circonférence en 

6 parties égales ; la somme de deux de ces parties- sera ^ 

de la circonférence; si, au contraire, on divise chaque 
sixième en 2 , 4 , 8 , 16 , etc. , parties égales , la circonfé- 
rerree se trouvera divisée en 12,24, 48, 96, etc. parties 
égales. 

* 1 

Corollaire 2. Si l’on prend l’arc AC' égal à — et l’arc 
AF égal à de la circonférence , l’arc C'F sera ^ 

D 6 10 

6 3 2 1 

viser la circonférence en 16, 30, 60, 120, etc., parties 
égales. 

Remarque 1. Pour diviser la circonférence en 4 parties t'îg- 83. 
égales, on a déjà dit antérieurement qu’il suffit de tirer 
deux diamètres perpendiculaires entre eux, tels que AB, 

CD; ainsi on saura diviser la circonférence en 4 , 8 , 1 6 , 
etc. , parties égales. 

6 
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nemarquc 2. Commo on sait diviser la circonférence en 3 par- 
ties égales, on sait aussi diviser la moitié, le quart, le huitième, etc., 
et tous leurs multiples en 3 parties égales , dé sorte que et r> 
élanl deux nombres entiers, et C la circonférence , l'expression 
générale de l'arc que l'on sait, d’après cela, diviser en 3 parties 


*.C 


égales est .—.OnsaitaussidivisorcemâmearcenSparties égales. 


Enfin, comme on sait diviser la circonférence en 15 parties égales, 
on saura aussi : 1° diviser en 3 parties égales le 5% le 10*, etc., et 

4. C 

tous leurs multiples, c’est-à-dire l’arc : 2» diviser en 5 par- 

ü« S** 


lies égales le tiers, le 6*, le 12‘, etc., et leurs multiples, e’est-â- 
k. C 

dire l'arc — Chacune de ces divisions se (ait au moyen d'un 
3.2“ 

nombre déterminé de lignes droites et d’arcs de cercle; c'est ce 
qu'on appelle une opiration géométrique, au contraire du tâtonne- 
ment qui consiste en essais successifs dont on ne peut fixer le nom- 
bre à priori. 


DÉP/niTioN XII. Un polygone dont les côtés sont égaux 
entre eux, est dit équilatéral. On appelle polygone équian- 
gle celui qui a les angles égaux entre eux. 

Dèfixition x///.<Un polygone qui est à la fois équila- 
téral et équiangle est appelé polygone régulier. Le triangle 
équilatéral et le carré sont des polygones réguliers. 

DÈFixlTiox xiF. Un polygone est dit inscrit à un cercle 
lorsqu’il a tous ses sommets sur la circonférence; le cercle 
est alors dit circonscrit au polygone. 

DÈFinniox xr. Un polygone est dit circonscrit à un 
cercle lorsque tous ses côtés sont tangents à la circonfé- 
rence, et ce cercle est dans ce cas dit inscrit au polygone. 

PROPOSITION XXVIII. 


TBÉORÈME. 

Pour inscrire un polygone régulier dans une circonfé- 
rence , il suffit de la diviser en parties égales et de tirer 
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les cordes des arcs ainsi obtenus; et pour circonscrire un 
polygone régulier , il suffit de mener des tangentes aux 
points oà la circonférence est divisée en parties égales. 

1® Soit la circonférence AO divisée en parties égales aux Fig. 83. 
points A, E, C , F, etc.; soient joints ces points par les 
cordes AE, EC, etc.;* je dis que le polygone AECF, etc., 
sera régulier. Car d’abord les arcs étant égaux, les cordes 
AE, EC, etc., sont égales, et le polygone est équilatéral. 

En second lieu, l’angle AEC a pour mesure la moitié de 
l’arc CEDA , l’angle ECF a pour mesure la moitié <le l’arc 
FGHE ; mais ces deux arcs sont égaux comme composés 
d’un même nombre de parties égales; donc les angles sont 
aussi égaux; il en est de même de tous les autres angles du 
polygone , qui est, par conséquent , équiangle aussi bien 
qu’équilatéral. Donc il est régulier. 

2° Soient encore les arcs égaux AB; BC, etc.; aux points Fig. 8{. 
de division A, B, C.... menons les tangentes GH, HI, etc.; 
le polygone GHIKLM sera régulier. Pour le prouver, joi- 
gnez le centre O aux points de contact F, A, etc.; faites 
tourner le quadrilatère AOBH autour de AO; la droite AH 
prendra la direction de AG, puisque les angles en A sont 
droits (1. 2, p. 6); les angles AOB, AOF sont égaux 
comme interceptant les arcs égaux AB, AF (I. 2, p. 4-); 
ainsi la droite OB tombera sur OF et le point B en F; 
comme d’ailleurs les angles en B et F sont droits,. BH 
prendra la direction de FG, et les deux quadrilatères coïn- 
cideront. De là on conclura d’abord que l’angle H=:G, et 
comme on peut de même prouver que G = M:=L= etc., 
il s’ensuit que le polygone est équiangle. Ensuite l’égalité 
des mêmes quadrilatères montre que AH = AG, c’est-à- 
dire que AH est la moitié de GH , et l’on prouve de même 
que BH est la moitié de Hl. Or, je dis que AHz=BH. Car 
tirez OH; les deux triangles AOH, HOB ont le côté OH 
commun , le côté AO=OB, et l’angle opposé au plus grand 
côté OH égal, comme droit de part et d’autre; ‘‘donc ils 

G. 
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sont égaux (I. 2, p. 19, c.), et AH=BH; par suite GH = 
Hl , comme ayant leurs moitiés égales. Par la même raison 
HI = IK=: etc. Donc le polygone est aussi équilatéral, et 
par suite il est régulier. 

PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 

A tout polygone régulier on peut circonscrire et inscrire 
un cercle, 

Fig. 85. 1 " Soient AB, BC, CD, etc., plusieurs côtés consécutifs 

d’un polygone régulier; par les trois sommets A,B,C 
faites passer une circonférence (I. 2 , p. 13) ; je dis qu’elle 
passera aussi par le sommet D. En effet, soit O le centre 
de cette circonférence; tirez les rayons AO, BO, CO et 
joignez OD. Les deux triangles AOB , BOC seront égaux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun, puis- 
que AO, BO, CO sont des rayons d’un même cercle, et 
que AB = BC comme côtés d’un même polygone régulier; 
ces deux triangles étant d’ailleurs isoscèles, il s’ensuit que 
les 4 angles OAB, OBA, OBC, OCB sont égaux. Mais les 
angles ABC, BCD sont aussi égaux, puisque le polygone 
est régulier; si donc du premier on retranche OBA, et 
du second son égal OCB, les restes OBC j OCD seront 
égaux , et les deux triangles OBC , OCD auront un angle 
égal compris entre côtés égaux; savoir, l’angle OBC = 
OCD , le côté OC= OB comme rayons , le côté CÆ = CD 
comme côtés d’un polygone régulier. Donc aussi OD=OC, 
et le cercle décrit du point O avec le rayon OB passera 
aussi en D. On prouve de même qu’il passera par les au- 
tres sommets du polygone. Donc il sera circonscrit au po- 
lygone. 

2* Par rapport au cercle circonscrit, les côtés du poly- 
gone sont des cordes égales ; donc elles sont également 
éloignées du centre (I. 2 , p. 4), de sorte que si du centre 
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on abaisse sur les côtés les perpendiculaires OG, OF, 01, 
etc., ces perpendiculaires sont égales, et le cercle décrit 
du point O avec le rayon OG passera par les extrémités 
G , F, I, etc. , de ces perpendiculaires, points qui sont en 
même temps les milieux des cordes (I. 2, p. 3) ; de plus , 
ce cercle sera tangent , en ces points , à ces mêmes cordes 
(I. 2, p. 6). Donc il sera inscrit au polygone. 

Remarque 1. Le centre commun du cercle circonscrit et 
du cercle inscrit est appelé centre du polygone. Les angles 
AOB, BOC,etc., tous égaux, se nomment angles au centre. 
On trouve l’angle au centre d’un polygone en divisant 4 
droits ou 360° par le nombre des côtés du polygone. 

Remarque 2. D’après les propositions 26,27, 28 et leurs 
corollaires, on saura inscrire et circonscrire à toute circon- 
férence les 4 séries de polygones réguliers suivants : 

1' Les polygones de 3, 6, 12, 24, 48, etc., côtés. 

2° de 4, 8 , 16 , 32 , 64, etc. 

3°. de 5, 10, 20, 40, 80, etc. 

4“ de lô, 30, 60, etc. 

Remarque 3. On trouve l’angle d’un polygone régulicr 
(non pas l’angle au cenitre) en divisant la somme des an- 
gles par le nombre des côtés. Si deux polygones réguliers 
ont même nombre de côtés, la somme des angles est la 
même (1. 1 , p. 21); par conséquent, les angles sont égaux 
de part et d’autre. De plus, on peut dire que les côtés sont 
proportionnels; car si l’on forme une série de rapports 
dont les antécédents soient les côtés de l’un des polygones, 
et les conséquents ceux de l’autre, ces rapports seront 
égaux. Ainsi (p. 14) deux polygones réguliers qui ont 
même nombre de côtés sont semblables. 


Soit n le nombre de» côtés d’on polygone régulier ; en pre- 
nant l'angle droit pour unité, on aura pour la somme des angles 

2 (n 2) 2n i 

2(n-2), et la valeur de chaque angle sera ^ = . 

n n 
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Remarque A. il n’est pas nécessaire que AB , BC , etc., 
forment un polygone fermé pour qu’on puisse circonscrire 
et inscrire les cercles au contour ABCD ; il suffit que les 
côtés soient égaux, ainsi que les angles. 

DÈFixiTioy xri. Le rayon du cercle circonscrit à un 
polygone régulier est appelé rayon du polygone; celui du 
cercle inscrit est appelé apothème du polygone. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

Les contours ou périmètres de deux polygones réguliers 
semblables sont entre eux comme les rayons et comme les 
apothèmes. 

ï'ig. 8C. Les deux polygones ayant même nombre de côtés , 
l’angle au centre sera le même de part et d’autre (p. 29 , 
r. 1). Plaçons l’un de ces angles dans l’autre; soit AB le 
côté de l’un des polygones, ab celui de l’autre, ACB l’an- 
gle au centre. Puisque les rayons AG, BC sont égaux, 
que les rayons aC , Cô le sont , on peut écrire la propor- 
tion AC : flC :: BC : ôC, d’où l’on conclut que ab est pa- 
rallèle à AB (p. 7); si donc du point C on mène CD per- 
pendiculaire à AB, les parallèles donnent la proportion 
(p. 7) AC : aC ;; CD : Cd; les triangles semblables (p. 16, 
2°) ABC, abC donnent aussi AC ; «C :: AB : ab. D’un 
autre côté, nommant P, p les périmètres des deux poly- 
gones, on a (p. 14, c. 2) P : p AB : ab ; donc à cause 
des rapports communs , 

P ;p :: AC : aC CD : Cd , 

mais AC, «C sont les rayons, CD, Cd les apothèmes; 
donc , etc. 

Remarque. Les centres de deux polygones réguliers sem- 
blables sont des points homologues. 
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PROPOSITION XXXI. ' 

THÉORÈME. 

Toute figure semblable à un cercle est un cercle , et réciproquement 
tous les cercles sont semblables. 

Soit UD cercle OA ; prenant le centre O pour centre de «imili- Fig. 87. 
tudc , tirez à volonté les rayons OA , OB, OC ; placez sur OA ou 
sur son prolongement un point a quelconque , construisez une 
figure semblable au cercle donné, en regardant a comme homo- 
logue de A ; à cet effet il faut diviser les rayons vecteurs OB, OC, 
etc. , en des points é , c , etc., de façon qu'on ait 

OA : Oa OB : 06 :: OC : Oc, etc. (déf. 6). • 

Or, puisque OA=OB = 0C= ... , on a aussi 0a = 0b = 0c = etc. 

Donc les distances Oa. 06, Oc... sont égales , et le lieu des points 
a, b, e , est une circonférence de cercle. 

Réciproquement tous les cercles sont semblables ; car si l'un 
donne à la droite Oa toutes les grandeurs possibles , on pourra au 
lieu do cercle Oa obtenir tous les cercles possibles , toujours 
comme figures semblables é OA. 

CoroUairei. Les rayons sont des dimensions homologues (déf. 8, 
et p. 11 , c. 2) et les centres sout dos points homologues. 

Remarque 1. Si deux cercles inégaux ne sont pas concentriques, Fig. 88. 
ils ont toujours deux centres de similitude communs. Car soient 
AB, ab deux cercles 'inégaux. A, a leurs centres; menez deux 
rayons parallèles AB, a6 du même côlé de la ligne des centres; 
tirez B6 . qui coupera en O la ligne des centres prolongée. Si du 
point 0 comme centre de similitude , et en prenant a pour homo- 
logue de A , on construit une figure semblable au eercle AB , celle 
figure sera on cercle ayant son centre en a , et passant en 6. ho- 
mologue de B. C’est donc le cercle ab. Par conséquent O est un 
centre de similitude commun. 

En second lieu , prolongez 6a jusqu'en 6', lirez B6', qui coupe la 
ligne des centres en 0' ; si de 0' comme centre de similitude , en 
prenant a comme homologue de A, on construit une figure sem- 
blable au cercle AB , cette figure sera un cercle ayant a pour 
centre et passant en 6', homologue de B. Donc 0' est un second 
centre de similitude commun. 
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l'ig. 88. Corollaire 2. Les taugenles commanes à deux cercles passent les 
unes au poiut O , les autres au point O'. Car soit Dd une tangente 
commune; menons les rayons de contact AD , ad; ils seront per- 
pendiculaires Â celte tangente, et par suite parallèles entre eux, 
ce qui montre que la droite Dd passe en O. Les tangentes exté- 
rieures telles que Dd passent donc au centre de similitude directe 
O, tandis que les tangentes intérieures comme Es passent au 
centre de similitude inverse O' , comme on peut le démontrer. On 
reconnaîtra d’après cela qu’on no peut jamais mener plus de 4 
tangentes communes à deux cercles , et que pour les obtenir il 
sufQt de mener , des deux centres de similitude , des tangentes à 
l'un des cercles. Si les cercles se touchent ou se coupent, il y a 
moins de 4 tangentes communes. Il peut même se faire qu’il n’y en 
ait aucune. 

Remarque 2. Si deux cercles se touchent extérieurement, le 
point de contact est le centre de similitude inverse; s’ils se tou- 
chent intérieurement , le point de contact est le contre de simili- 
tude directe. Deux cercles concentriques ont leurs centres de 
similitude confondus avec le centre commun. Deux cercles égaux 
non concentriques , de même que deux polygones égaux non 
superposés, n’ont jamais de centre de similitude directe ; les rayons 
vecteurs relatifs à ce centre deviennent parallèles. 

Fig. 87. Remarques. Deux arcs semblables AB, ab répondent à des angles 
au centre égaux, et réciproquement. 

Défiiutioü xvn. On entend par ligne courbe ou con- 
tour convexe tout contour qui ne peut être coupé en plus 
de deux points par une droite indéfinie. La circonférence 
du cercle est une ligne convexe. 

PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. 

Toute ligne qui enveloppe un contour polygonal con- 
vexe est plus longue que la ligne enveloppée, 

Fig 89 II y ® deux cas : 1“ Les deux lignes AGE, ABCDE se ter- 
minent fi deux points communs A, E. Tirez AE, et prcmint 
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dans le contour intérieur le second côté à partir du point 
E, prolongez-le jusqu’au contour extérieur en I; prolon- 
gez de même les suivants, s’il y en a, y compris l’avant- 
dernier BC, qu’il faudra prolonger dans les deux sens. 

Cela fait , on aura 

DE<DI-[-IE. 

CD+DI<CH-|-HI. 

FB-t-BC+CH<FGH. 

AB < AF-+-FB. 

Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre et 
retranchant de part et d’autre les parties communes Dl, 

CH , FB , on aura 

Contour ABCDE<^ AFGIE. 

2* Les deux contours ABCDEA, IFGHI sont fermés sans Fig. 90. 
avoir aucun point commun. Prolongez un côté AB du 
contour intérieur jusqu’à sa rencontre avec le contour 
extérieur en H et F. D’après le premier cas on aura 

AE-i-ED+DC-l-CB < AH+HGF+FB. 

D’ailleurs HF ou AB-+-AH+FB < HIF; 

ajoutant ces deux inégalités et retranchant de part et d’au- 
tre les parties communes AH, BF, on a 

AE-f-ED-l-DCH-CB+AB < HGF-4-HIF, 
ou contour ABCDEA <\ HGFIH. 

Remarque l.Si le contour intérieur n’était pas convexe, 
on ne pourrait plus prouver qu’il est plus petit que l’autre. 

Remarque 2. Ce théorème étant vrai, quelque petits et 
nombreux que soient les côtés du polygone intérieur, on 
peut aussi l’admettre dans le cas où ce polygone serait 
remplacé par une courbe convexe. 

DÉFifiJTioN xviii. Un polygone à côtés infiniment pe- 
tits est appelé polygone infinitésimal. 
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PROPOSITION XXXIII. 

THÉORÈME. 

La différene» entre une circonfirence et le périmètre d'un polygone 
régulier infinitésimal, inscrit ou circonscrit, est infiniment petite. 

Soit A le rayon du cercle ; inacrivcz-y un polygone régulier iii- 
flnilésitnal; soit p le périmètre, r l'apotbèmede ce polygone; cir- 
conscrivez un polygone semblable (p. 28 et 29), soit P son périmè- 
tre, son apothème sera A. D'après la prop. 30 ou a 
P : p A : r 

- on P—p:P::R—r:R 

d’où P-p—Ç^-j^y P. 

On peut supposer que nos polygones ont plus de A côtés, et que, 
par suite , P est plus petit que le périmètre du carré circonscrit, 

8A (A — r) 

lequel est égal è 4 diamètres, ou è 8A; donc P — p< 

V A 

ou<8(A— r). 

Fig. 91. Or, je dis que la différence A— r peut être prise aussi petite 
qu'on veut. Car s'il s'agit de la rendre moindre qu'une ligne donnée, 
on portera cette ligne sur un rayon cA, de c en d; en d on élèvera 
une corde ki perpendiculaire à ce rayon Ac, et l’on partagera 
la circonférence en parties égales moindres que l'arc kci. Soit k‘i' 
une de ces parties ayant son milieu en c; la corde k'i‘ sera plus 
petite que ki, elle sera donc plus éloignée du centre (I. 2, p. 5j; 
mais sa distance au centre Ad' est l'apothème du polygone régu- 
lier dont la corde elle-même sera un côté. La différence entre l'a- 
pothéme et le rayon sera donc cd‘. quantité moindre que cd. 

Cela posé, puisque A— r est infiuiment petit, 8 (A-r) l'est aussi 
(p. 1 , r. 3) ainsi que P— p. Or, la circonférence est comprise en- 
tre P et P; donc elle diffère infiniment peu de chacune de ces 
deux quantités. 
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PROPOSITION XXXIV. 


THEOREME. 


Les circonférences des cercles sont entre elles comnte 
leurs rayons ou comme leurs diamètres. 

Circonscrivez à deux circonférences des polygones ré- 
guliers semblables à côlés infiniment petits; les contours 
de ces polygones sont entre eux comme leurs apothèmes 
qui sont les rayons (p.30); mais ces contours düTèrent 
infiniment peu des circonférences. Donc ces circonférences 
sont aussi comme les rayons ou comme les diamètres. 

Oq s'appuie ici sur la remarque 4 de la prop. 1 et sur la prop. 33. 

Corollaire. Ainsi nommant C , C' deux circonférences , 
R , R' leurs rayons , on a 

C : C :: 2R : 2R' 
ou C : 2R : ; C' : 2R', 

ce qui signifie que le rapport de la circonférence au dia- 
mètre est invariable et ne change pas d’une circonférence 

C 

à l’autre. Désignons ce rapport par n, de sorte que — 

=■71, et C=:2;rxR; on voit que pour calculer la lon- 
gueur d’une circonférence dont le rayon R est donné, il 
suffit de multiplier le diamètre 2R par tt ^ ou le rayon R 
par 2jr. 

Ce nombre ti est incommensurable (Géométrie de Le- 
gendre , note 4 ). Archimède , illustre géomètre syracu- 
sain, mort l’an 212 avant l’ère vulgaire, a prouvé que ti 
220 223 

est compris entre et fractions dont la différence 


1 . . 
est — ; ainsi 


220 22 

— ou — surpasse n d’une quantité 
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moindre que 


1 

497 


. Adrien Métius, géomètre hollandais 


du dix-septième siècle , a donné pour n la valeur 


355 

îTâ’ 


qui est exacte à moins d’un millionième; on la retient 
facilement en écrivant les trois premiers chiffres impairs 
chacun deux fois de suite, ce qui donne 113355; les trois 
premiers chiffres de ce nombre forment le dénominateur, 
les trois derniers le numérateur. Ludolph van Keulen , 
également Hollandais, a calculé n avec 14 décimales, 
et Véga , géomètre autrichien, avec 140. En décimales 
on a 7T = 3,141592653589793-)- etc. On trouvera dans 
les problèmes suivants une méthode élémentaire pour 
déterminer ce nombre. 


PROPOSITION XXXV. 

PROBLÈME. 

Etant donnés I« rayon R et l’apothèma r <t'un polygone régulier, 
trouver le rayon R, et V apothème r, d'un polygone r^yulierde même 
périmètre et d'un nombre de côtés double. 

‘'•E. 92. Soit AB un côté do polygone régulier donné , O ion centre ; OA 
fera le rayon R , OC perpendiculaire à AB, sera l'apotbème r, et 
AOB sera l'angle au centre. Le second polygone ayant deux fois 
autant de côtés que le premier , son angle au centre sera moitié de 
AOB; comme il a d'ailleurs môme périmètre que le premier, son 
côté sera moitié de AB. Or, si l'on prolonge l'apothème CO jusqu'à 
la circonférence en E , qu'on joigne AE , BE , l'angle inscrit AEB 
sera la moitié de l'angle au centre AOB, qui intercepte le môme 
arc (1. 2, p. 22), L'angle AEB est donc l'angle au centre du poly- 
gone cherché. De plus, si du centre O on mène une perpendicu- 
laire à la corde AE , le point de rencontre F sera le milieu de celte 
corde (I. 2, p. 3); menons donc du point F la droite FG parallèle à 
AB jusqu'à la rencontre de BE; les triangles semblables ABE, EFG 
donneront ( p. 16 , 3° ) AE : FE : : AB : FG. Comme FE est moitié 
de AE , FG sera la moitié de AB ; FG est donc le côté du polygone 
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cherché, et attendu que FEG en est l'angle au centre , et que le 
triangle FEG est isoscèle , on peut regarder E comme le centre 
de ce polygone, FE comme le rayon R, , et HE comme l'apo- 
thème ri. 

Cela posé , les parallèles FG, AB donnent (p. 7) HE ; CE ; ; FE ; 

AE ou : ; 1 ; 2 , puisque AE est double do FE. Donc HE= - CE ; 

2 


mais CE = CO-t-OE = r-f-«; donc HE ou r,— 


r+R 


En outre, dans le triangle rectangle OFE , le côté FR de l'angle 
droit est moyen proportionnel entre l'hypothénuse OE et le seg- 
ment adjacent HE (p. 20, 2°), c'est-à-dire que OE : FE : : FE : HE, 
ou /f : ; /(, : r, , 

d'où = 1 RXr,. 

Ainsi r, et A, sont connus. 

Corollaire. La différence R, — r, est moindre que le quart de la dif- 
férence R— r. 

En effet , 

R, — r, = l^Rr, — r, , ou, comme r, = l^r, X^^r, 

multipliant et divisant par 1^ R-+-^ r, , on a 

l/r. 


«-r, 


(H-r,). 


Mais si au dénominateur on remplace \/ R par f/' ri , qui est plus 


petit, la fraction augmente, et comme elle devient 


l/r. 

7 =- O' 

2l/7, 

5 , il s’ensuit que A, — r,<i(A— r,). D'un autre côtéA— r, =/<- 

SB SS 

A-(-r 2H—R — r H — r _ o » ^ , 

— I . Donc enfin Ai— r, < - (A— r). 

2 2 2 4 ' ' 
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PROPOSITION XXXVI. 

PROBLÈME. 


Calculer la valeur approchée du rapport de la circonférence au 
diamètre. 

A cet cfrcl , nous allons calculer le rayon d'une circonférence 
dont nous nous donnerons la, longueur, puis nous diviserons la 
circonférence par le diatnèlre, et le quotient sera le nombre dé- 
signé par TT (p. 34, c.). 

Or, la circonférence circonscrite à on polygone régulier est plus 
grande que le périmètre du polygone , tandis que ta circonférence 
inscrite est moindre que ce même périmètre; la circonférence qui 
serait de même longueur que ce périmètre est donc comprise entre 
CCS deux premières circonférences; et puisque les circonférences 
sont proportionnelles à leurs rayons, on conclura que le rayon de 
cette troisième ' circonférence est compris entre les rayons des 
deux premières , c’est-à-dire entre le rayon et l’apothème du po- 
lygone. 

Fig. 93. Actuellement, prenons un carré dont le côté soit une Unité do 
longueur ; le périmètre sera 4; cherchons le rayon du cercle dont 
. la circonférence a même longueur que le périmètre du carré. Le 
centre do ce carré est à l'intersection O de ses diagonales ; le 
rayon sera donc AO , moitié de la diagonale , et l’apothème sera 
la perpendiculaire 01 abaissée do centre O sur un côté AB. Or 


01 est moitié de III ou BC qui est 1 ; donc 01 = Quant à AO, 

qui est un côté de l’angle droit du triangle rectangle AOB ( I. 1 , 
p. 23, r. 3°) , il est moyeu proportionnel entre AB et AI (p. 20, 2») ; 


ainsi A0 = 1 /aBXAI = 



Le rayon du cercle iso- 


1 I /l 

périmètre avec le carré est donc compris entre g ^ 2 ’ 
si dans les formules du problème précédent on remplace r par 


3Iais 

1 


et 


«par 


on aura pour /I, et r, l’apolhème et le r.iyon de 
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l’octogone régulier isopériraclrc ; r, et /t, différeront moins qne 
ret/i, et le rayon de la circonférence est encore compris entre 
ces lignes r, et B,. Au moyen de l’octogone, on trouvera le rayon 
et l’apotbème du polygone régulier de 16 côtés ; on continuera 
ainsi , et l’un trouvera que le rayon et l’apothème du polygone 
régulier de 16384 côtés sont tous les deux , jusqu'à la septième 
décimale , représentés par 0,6366196 ; par conséquent , le rayon de 
la circonférence isopérimétre , lequel est compris entre ces deux 
lignes , est aussi , an septième ordre près , égal à ce nombre. On 
divisera donc la circonférence 4 par le double de ce nombre, ou, 
ce qui revient an même , on divisera 2 par ce nombre 0,6366196 , 
et l’on trouvera it = 3,14159-1- etc. 

■•■Bemarque, Trois questinns se présentent ici : 1 ° pour avoir rr 
avec une approximation déterminée , jusqu’à quelle approximation 
faut-il calculer le rayon du cercle, rayon que nous désignerons 
par p; 2° combien faut-il calculer de rayons r, , B, , r,, B, , etc. , 
pour avoir p avec cette approximation-là ; 3° enfin , avec quelle ap- 
proximation fant-il en conséquence calculer les premiers rayons et 
apothèmes. 

1° Soit a la valeur approchée de ^ , p la différence, on aura 
p = a-hfi. 


2 2 

La valeur exacte de tt est - ou , celle que l’on calcule est 

f 0-1-P 


2 2 2 2 P 

l’erreur est donc r = ST » quantité moindre 

O a a-t-p o(o-t-p) ' ^ 

* 2p 1 .... . 

que Le premier apothème r est - ou 0, 5; le quatrième , ainsi 


que tous les suivants , est plus grand que 0,636, comme le calcul 

2p 

le montre ; donc l'erreur est a fortiori moindre que ^ ^ 3 ^» » P®*" 

conséquent moindre qne 5P. Telle serait la limite de l’approxima- 

2 

tion si l'on prenait exactement - ; mais on réduit cette quantité en 
décimales , et pour être certain du sens de l’approximation, on doit 

a 

la calculer en plus, de même que - est déjà approché en plus ; soit 
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2 

9 le quotient jusqu'à un certain ordre décimât, (}' la partie né- 
a 

2 2 

gligée , de sorte que - = q — P' ; on a - — tt<5$ 

ou q—P' — rr<5fî et ç— t: < 5()-t-p'. * 

1 1 

SI l’on calcule « à moins de — , de sorte que p'< — -, il est 

10^ 10’^ 

inutile de pousser le calcul de q plus loin qu’à l’ordre y. Admet- 
tons que P' soit aussi moindre que , il s’ensuit que q — sera 

C 

< . Si avec cela le dernier chiffre de q est égal ou supérieur a 

10’ 


0, on pourra le supprimer , et on aura » à moins de — - — ; car 

10’^“' 

6 

si l’on a , par exemple , q ~ 3,14159267 à — r près , on aura q— - 

10 “ 

6 6 

< — r, TT>q ^ ou >3,14159261 et r < 3,14159267 ; ainsi a 

10* 10* 

fortiori tt> 3,1415926 et <3,1415927...; donc les 7 premières 
décimales sont bonnes et le résultat est approché en moins. Mais 
si le dernier chiffre était moindre que6, on n’anrailque y — 2 bons 
chiffres. En effet, supposons que l’on ait v = 9 et q = 3,141592654 , 
il Tiendra ir< 3,141592054 et tt > 3,141592645; et tout ce qu’on 
peut conclure, c’est r< 3,14159266 et >3,14159264, ou en négli- 
geant encore on chiffre, 77 < 3,1415927 et >3,1415926. Si donc on 
tient à ce que tous les chiffres conservés soient bons, on volt que 
1 

» étant calculé à moins de , t: aura y — i, ou au moins y — 2 

10’ 

bous chiffres , sauf le cas où le chiffre de rang y étant <6, celui 

6 

de rang v — 1 serait un zéro. Car si l’on a, je suppose, à 

10»^ 

près, un nombre m < 1,40004, on aurait m> 1,39998; on aurait 
bien m>l,399, mais on ne saurait conclure m<l,400. Dans ce 
cas il faut pousser le calcul au moins jusqu’au second chiffre à la 
suite du dernier zéro. TJn premier point établi , c’est donc qu’en 

calculant » à moins de , on est généralement certain d’avoir 

10 ’ 


* 

Digitized by Google 



I.IVKK III. 


TT avec y — 2 lions cliiffi-es décimaux. Si l'on calcule le quotient - 

a 

en plus à moins de , selon que le dernier chiffre sera ou ne 
W 

• 

sera pas plus grand que 5, on c'onservera, dans le premier cas, le 
chiffre de rang > — 1 , dans le second seulement celui de rang 
y — 2, et on aura s en moins. 

2» Reste à trouver « à moins de . Supposons que l’on prenne- 

10*^ 

lin apolbêroe r» tel que ? = r„H-« , « étant une petite fradtion, et 
que l’on calcule r„ à moins d’une autre fraction «' ; soit a la valeur 
calculée, de façon que r„ =a-l- ï', d’où P ~ a-^-x + w ; il faudra 

que a-\-x‘ soit moindre que , condilion que l’on peut remplir 

de bien des manières. Pour rester dans les fractions décimales, on 

5 

n a qu a supposer «, ainsi que < — — — , et l'on aura < 

10’^+' 

1 

— -. Mais a ou f— m est < /(„ -r„ ; il suffit donc de poser d’abord 
10 


/fn— l’n < 


— — , puis de calculer la valeur de r„ aussi à moins de 
10 


Or/.’,-r, <- 


de même 


/t~r 

r, < — ; — < 

4 4‘ 


et en génér.-il A„— r„ < ■ 


Comme r=0,5, que A= |/î = 5 1/2 , et l/2=l,42— etc., 

f 0 21 

on a A-r<- (1,42—1) <0,21, et/(„_r„<-^. 

, 0,21 ô 21 ,• 

On posera donc < ou 4" > — 10 ‘ 

4 ’ 5 


y— l-l-log2l — logS r — 0,375 

puis n > i _r_ { : . 

log 4 0,002 
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Si l’on pose y—2 — k, on saura que pour avoir n avec k cliHTrcs 
décimaux exacts, il sullit d'aller jusqu'à r„ , n étant déterminé par 
la formule 

ft-t-1,625 


n> 


0,602 ’ 


puisque "y — k+i. On calculera la valeur de fn à moins de — 


10 ' 


>+3 


en moins. 


3° Voyons énfln comment il faut calculer les premiers rayons 
5 

pour avoir r„ à moins de — Soient ri , Hi deux de nos quanti- 
10 

1 

lés calculées chacune à moins do — soient 5, B les valeurs en 

10 ^ 

pins, e . E les erreurs ; on a donc rj = b— e , K.^ = B—E, de plus 

a elE, chacun < — — . Cherchons l'influence de ces erreurs sur 
10 ^ 

les valeurs de r|_(_, , On a 

6-t-B s-t-E 


Comme dans le calcul on emploie h et B au lieu de Vj et R|, il 

. J . . 

s'ensuit que la valeur fournie pour r|_)_, est Si celle derniere 

a-l-E 

quantité était prise pour , l'erreur serait donc — ^ ; mais si 
b-l-B est impair, en divisant par 2, on commettra une erreur égale 
à ^ unité de l’ordre décimal i. 

Pour être certain du sens de l'approximation , on calculera ce 

e+E 11, 

quotient en plus, et l’erreur sera — ^ — l-g. — r> valeur que je 

^ ^ 10 ^ 

nomme soit, de plus, c la valeur approchée de ri^., ; on aura 
= c— e', et comme R| = B— E , on a 
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Au lieu de cela, on prend i/Uc , que l'un calcule en plus à 
prés. De là une erreur qui est 

10 ^ 

< ^ -H i/Fc — 

Mais si l'on multiplie et qu’on divise J/Bc — E^(c— e'} 

par la somme des deux radicaux , cette expression devient 

Bc — (B-EUc-«') 

■+■ l/(B-E) (c-e') ' 

Le numérateur se réduit à Ba'+cE -Es', qui est < Be'+cE ; le 

dénominateur est plus grand que 2l/ (B— E) (c— e'| = ^S/ B,r;^,; 
donc 

1 Be'-l-cE 


E' < 


10 ' 


2l/R,r,^,’ 


ou, en supposant tous les e. E, exprimés en unités décimales île 
l’ordre i , 


e' < 


e-t-E-l-1 

~i 


E <1-1- 


Be'-t-cE 


2l/R.ri+. ■ 


toutes les lettres désignant dei nombres absolus, et tous les r. 
R, etc., étant calculés eh plus. 

Un calcul préparatoire donne 

r = 0,5 , R > 0,70 et < 0,71 

r,>0,60 et <0,61 , R, >0,65 , <0,66 

r, >0.fâ et <0,63 , R, >0,64, <0,65. 

A partir de là , tous les ra, Ra , etc., r„ , R„ sont compris entre 
0,63 et 0,64. 

Nommant «□, Eu les valeurs absolues des erreurs commises sur 
r„, R„ calculés en plus; mettant aux numérateurs de e', des 
valeurs excédantes poure. B, etc., au dénominateur de E' des 
valeurs déficientes pour R; , r;^, , on trouve , en unités décimales 
de l’ordre 
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= 0 

1-Hl 

e. < — = 1 


(;eomktrie. 

. K ,<1 


. F„ < 


71-4-61 
2 1/ 607 •70 


-1 <2,02 


1 - 4 - 2 , 02-»-l „ 66x2.0H-63x2.02 

g, < 2,01 , È, < 7== 1-1 < 3,03 

2 2 K 65 . 62 

65X3,03-1-64x3,05 

E3 < _ ^ — hl < 4,12. 


«J < 3,03 


2 ^/ 64X63 


A partir d’ici , on peut remplacer B et c par 0,64, R; cl r;.^, 

par 0,63 , ce qui donne 

(e'-l-El64 . (e'-4-E)3ï , 

E’ <■ — TTT^r: Hl ou 1-1, 


126' 


63 


On peut maintenant déterminer les expressions ;;énérales de 

Sn I F„. 

En effet, E' étant les erreurs qui suivent e , E , si l'on pose 
«3 = ÿ , E 3 = ï . et qu’on fasse 

1 32 

y, == ^p-t-ï-4-i) g , = ( 1 /,- 4 -î), 

il est évident que y, est une limite de c,j , et s, une limite de Ej. 
Posons en général 

1 32 

(1) ÿ.+. = fy.-H*,-4-l) - , i. 4-, = H-— (y.^,-4-:,). 

*• > *x-t-i seront des limites de 

Pour déduire de (1) les expressions générales de y, et;,, on 
remplacera dans la seconde de ces équations par sa valeur 

tirée de la première , et l'on aura 

16 

— 1-4- — (y,-4-3î,-4-l ). 


IC ... , . 

On peut remplacer — par toute fraction plus grande ; je le rem- 
place par ^ , ce'qui donne 


(2) jsx+, =: - (4-i-y.;-4-;,. 
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Dans la itreiiiiêre éqoatiun (1) ou remplacera x par x+1 ; il 
vieut 

ou , eii vertu de (2) , 

„ 1 

lirant de la même première éiiualioii (1) la valeur de t, pour la 
subililuer ici , on a 

„ '< ■i 

2yx+x = 3ÿ.^, + - — - y. 

(3) ou 

On trouverait une expression analogue pour 
-L'équation (3) prouve que est déterminé au moyen de 
; comme y et y, sont connus , il s’ensuit que y, l'est ; que par 
suite yi ,yi, etc., sont calculables et déterminés ; de même zj, x-, 
etc., sont déterminés. 

Mettons l'équation (3) sous la forme 

en posant • o=-, 6 = —-, c=-. 

Cette équation admet pour j/, une valeur de la forme 

(5j = hB, 

A , , Ax , . . . «I , «1 , . . . B étant indépendants de x. 

En effet , remplaçant successivement x par x+l , x+2 , on 
trouve 

yx+. =A.<*,'+'-+-A,«/+'-i-A3*3'‘+'H HB 

=A,»,‘+'‘+A,«r.’^*-i-A3«3’‘'^'‘H hB. 

31oyennant ces valeurs, l’équation (4) devient 

(6 1 A , «, ’+A.«,\ «,’-hA 3«3'. *3’H HB = 

o(A +Aa«3*fle,-+-A3sÉ3*. ot3-+- • • * -hB )-h (A,fl6,'-t-* ■ *)6-hc 

ou A,*,‘(«,’-oai— 6)-hAj«i’‘(»,’-o»-.— 6)-hA3X3'‘(<r3’— o«3— 6) 
-h etc. -hB(l— a -6)— c = 0. 

Pour remplir la condition exprimée par cette équation , on n'a 
qu’à poser tes relations 
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ma géomÉtrii:. 

— aa , — 6 = 0 , « j ’ — O *,— 6 — 0 , 

A 3 = 0, A( = 0etc. , 

B(l-o-6)-c = 0. 

Ainsi seront les racines de l’équaliuii 

3 1 

(7) a’— O*— 6=0 ou a’— ^ "*■ 3 ~ 


Il sera égal à 
cl J/, est réduit à 

(8) 



L'équation (7) donne 




Delà «, = 1,2-2 -4-, 

= 0,27 H-. 

Comme = — V,— 1, 

on aura (9) i,= A,««(2«, — l)-t-Aj«'‘, (2«a — 1 — 5. 

Reste à déterminer A,, A»; pour cela on remarquera que si 
X = O , on a ÿ, = ÿ = C3 , I = Z, = Ej. 

Faisant donc dans (8) et \9) , x = 0 , on a 

«3 = A|-+-A, — 4 , 

E3=A, (2-^.-1)+A, (2;t,-l)-5. 

Ces (2) équations , ajoutées l une à l'autre , donnent 

«s+Ei — 2(Aia.+A.,«t,)— 9. 

Donc Ai+Aa = fl^-t-4 = 7,03 , 

C3-I-E 3-4-9 16,15 

A|*,-t-A,“j= — = —• 

Rien n’cmpéche de supposer à 63, E3 des valeurs plus grandes 

que celles que nous leur avons trouvées , puisqu’il s’.-igil de limites 

supérieures : on peut donc rcinpiaccr 

16.15 , , - 

— - — par 9, cl I on aura les équations 

A,-4-A, = 7.03, A,=‘,-t-,A,*, = 9. 
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l)c là 


_ 9-7,03», 7,1019 


», — *, 0,94 

Quant à A, , il est négaliT; si on en fait abstraction on aura 
!/* < A. «.‘-4, 

ou «/, < 8 (1,23)*— 4. 

Pour X = 0, on trouve y < 4 , ce qui est vrai , car «j < 4. 

Par suite de cette analyse, nous avons 

*.+3<8(1,23)‘-4, 
ou «„ < 8 (l,23>“-’-4. 

5 

Actnellement écrivons que cette limite est moindre que 
en rétablissant préalablement le facteur il vient 


10 


< 5 '’ 


-^^1.8 (1,23)— ^-4 I < 


D’ailleurs n> ' 


10 

1000 k+1625 


10 ' 


>+3 


,ou,cequisufOl, n > .t k-H3, 
602 ’ ^ ^ 


Donc il suffit que 10 > tî! 


8 (1,23) _4 I 


S r ^ T 

et, ô fortiori , que 10 > 2 (,123)’ > J 

d’où ^ > A-l-3-t-log. [ ^ C1.23)’ —1. j 

Condition qui sera remplie si 

fc+3+log.2 (1,23);'- , 


> l:-l-3+log. 2-+- - k log. 1,23 , 

ou ^ > 1,15 A+3,302. 

Par exemple, si l’on vent w avec 8 bons chiffres , on fera 

k = 8, 

d'où V = 10 , 

n = 17, 

}' > 9,20-1-3,302.... S = 13. 
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On calculera donc r, E el les siiivanls avec 13 décimales en plus ; 
chaque division el chaque cxlraclion de racine sera poussée jus- 
qu'à l'unilé décimale du 13' ordre. Soit o' la valeur trouvée ainsi 
5 

pour r„; a' ou retranchera — — , el l'on aura ce qui a été nommé a. 
2 

Oii prendra le quotient Z Jusqu’au 10' chiffre apres la virgule, el 
ou le calculera en plus. Si le 10' chiffre apres la virgule est plus 
grand que 5, on le supprime el l'on a tt à moins de sinon, ou 

1 

supprime les deux derniers cl on a à moins que l'avanl- 

dernicr chiffre ne soit un zéro , auquel cas il faudrait pousser lu 
calcul jusqu’au second chiffre signiQcalif après zéro. 

'Dêfixitiox xrtn. Une droite qui coupe d'une manière quelconque 
d’autres droites est appelée transversal» par rapport à ces droites. 

* PROPOSITION XXXVIl. 

THÉORÈME. 

a 

Fig. 94 Toute transversale A'C' qui rencontre les trois côtés d’un triangle, 
et 95. y détermine six segments tels que le produit de trois de ces segments, 
non consécutifs, est égal au produit des trois autres, et l'on aura 

AC'. BA'. CB' = BC'. CA'. AB'. 

Par le point A menez ,\D parallèle à BC jusqu’à la transversale 
en D. Les triangles semblables B'DA, B'A'C donnent 

AB' : AD : ; CB' : CA' d’où AI) X CB' = CA X AB'. 

Les triangles semblables ADC', BC'A' donnent aussi 

AC': BC':: AD:BA , d’où AC'XBA' = ADXBC'. 
Multipliant cette égalité et la précédente membre à membre, et 
supprimant le facteur AD commun aux deux membres do résultat, 
ou a AC'. BA'. CB' = BC'. CA'. AB'. 

Corollaire. Kéciproqoement si trois points pris en nombre pair sur 
tes côtés d'un triangle et en nombre impair sur leurs prolongements 
déterminent sur cas memes côtés six segments , dont trois , non consé- 
. culifs, forment un produit égal à celui des trois autres, ces trois points 
sont en ligne droite. 
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Supposons qu on .lil AC .BA'.CB' = BC'.CA'. AB'. Si le point A' 
n’est pas eii ligne droite avec B' et C', supposons quo A" le soit. 
On aurait aussi AC'.BA".CB' = BC'.C\". AB'; divisant ces deux 


égalités mcinlirc à membre 


BA' CA' 

on a égalité impos- 


sible, le point A", qui est supposé en ligne droite avec B' et C', 
étant nécessairement sur le côté BC lui-méme et non sur son pro- 
longcincnt. 


‘proposition XXXVIII. 


THÉOKÈME. 


Si trois fiyures inégales mais semblables ont leurs dimensions homo- 
logues parallèles et de même sens^ les trois centres de similitude sont 
sur une ligne droite; il en est de même si l'une des figures a ses di- 
mensions de sens contraire à celtes des deux autres. Cotte droite se 
nomme l'axe de similitude directe si les trois centres sont des cen- 
tres de similitude directe; dans le cas contraire on la nomme axe 
de similitude inverse. 

i" Soient AB, A'B', A"B ' trois dimensions homologues, parai- yg 
léles et de môme sens ; si l'on joint AA', BB', l’iutersection O" do 
ces droites sera un centre de similitude directe; on trouvera de 
inôme les deux autres O, O . Les triangles semblables ABO 
A'B'O" doiineut la proportion 

AO" _ AB 
AO"~Â^' 


de môme AO'B, .A"0'B" donnent 
enfln do .A'OB', A"OB ', on tire 


A'-O' A"B" 


AO' 
A' O 


AB 


A'B' 


A' O A"B 


Si on multiplie ccs 3 égalités membre à membre, le produit des 
seconds membres se réduit à 1, et l’on a 

• AO " A"0' A' O ^ 

A'O"' AO' ■ A '0~ 


ou AO '. A"O'.A'0=A'0 ". A0'.A"0'. 

Ainsi , dans le triangle AA' A", les 3 points O, O', O", situés sur 
les prolongements des côtés , y déterminent six segments tels que 
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le prodail de trois scgmcDls non consécutifs est égal au produit 
des trois autres. Donc O, O', O' sont en ligne droite (p. 37, c.). 

2° Dans le cas de la ligure 97, O, O' sont des centres de simi- 
litude inverse situés par conséquent sur les côtés mêmes du trian- 
gle AA'A"; O" est un centre de similitude directe situé sur le pro- 
longement d'un côté. En raisonnant comme dans le premier cas , 
on prouvera que ces trois points sont en ligne droite. 

Corollaire 1. Rien n'empêche de supposer que dans chacune des 
deux ligures 96 , 97, les trois points A, A', A", sont les centres de 
Fig. 98. trois cercles, et AB, A'B', A"B", des rayons ; par conséquent si l'on 
, considère trois cercles inégaux avec leurs six centres de similitude 
O, O', O", Q, Q' Q", on reconnaîtra que les trois centres de simi- 
litude directe O, O', O", sont en ligne droite, et que chacun de ces 
trois centres est en ligne droite avec deux centres de similitude . 
inverse. Les trois cercles ont donc 4 axes de similitude , dont l'un 
OO'O'' se nomme l'axe de similitude directe, les trois autres sont 
appelés axes de similitude inverse. 

Corollaire 2. Si un cer'cle en touche deux autres de la même ma- 
nière, les deux points de contact sont des centres de similitude 
directs tous les deux, ou inverses tous les deux ^p. 31,r. l);ces 
deux points de contact sont donc en ligne droite avee le centre de 
similitude directe des deux cercles. De même si un cercle en tou- 
che deux autres de différentes manières , les points de contact sont 
en ligne droite avec le centre de similitude inverse. 

Bemargue. Trois polygones réguliers semblables qui ont leurs 
côtés en nombre pair, et sont placés de façon qu'ils aient les côtés 
parallèles', ont aussi quatre axes de similitude. 

‘PROPOSITION XXXIX. 

THÉORÈME. 

Fig 99 Les droites AO, BO, CO, gui joignent les trois sommets d'un triangle 
et 100. ABC ô un même point O du plan de ce triangle, déterminent sur les 
côtés, ou sur leurs prolongements, six segments, dont trois , non con- 
sécutifs. forment un produit constant. 

En effet, dans le triangle AA'C la transversale BB' donne (p. 38) 

AB'. CB . A'O = CB'. BA'. AO. 

Dans le triaiiele AA'B la transversale CC' donne do même 
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CA'. nC'. AO = CB . AC'. A'O. 

Mullipliant ces deux évalués membre à membre et supprimant' de 
part et d'autre les facteurs communs CB, A'O, AO, on a 
AB'. CA'. BC' = CB'. BA'. AC'. 

Corollaire 1. Réciproquement si trois points pris en nombre im- 
pair sur les côtés d’un triangle et en nombre pair sur leurs prolonge- 
ments, y déterminent six segments qui jouissent de la propriété pré- 
cédente, les droites qui joignent ces points aux sommets opposés se 
coupent toutes les trois en un meme point. 

Cette réciproque se démontre à peu prés comme celle de la pro- 
position 38, en supposant que la droite AA' ne passe pas à l'inter- 
section des deux autres. 

Corollaire 2. Les trois hauteurs d'un triangle se coupent au même Fig. 101. 
point. Soient AA', BB', CC' ces trois hauteurs ; les deux triangles 
rectangles ABA', BCC' ont l'angle en B commun , sont semblables 
et donnent 

BA' _ BA 
BC' ~ BC 

Les triangles BAB', CAC' donnent aussi 
AC' _ AC 
AB' ~ BA 

ËnOn, les triangles ACA', BCB' donnent 
CB' CB 
CÂ"' ~ AC' 

Mullipliant ces trois égalités membre à membre, on trouve 
BC' AB- CA' 

ou BA' X AC' X CB' = BC' X AB' X CA'. 

Comme d'ailleurs les trois points A', B', C sont nécessairement en 
nombre impair sur les côtés et en nombre pair sur leurs prolonge- 
ments, il s'ensuit que AA', BB', CC se coupent en on point. 

Corollaire 3. Les 3 droites qui joignent les sommets d’un triangle Fig. 102. 
aux points où les côtés opposés sont touchés par Vun quelconque des 
4 cercles tangents aux trois côtés , se coupent au même point ( 1. 2, 
p. 21 . Car, soient A', B', C' les points de contact de l'on de ces ' 

cercles; on aura (1.2, p. 23, r. 1) B.\'= BC', AC'= AB',CB'=CA', 
d'où B.\' . AC' . CB' = BC' . AB'. CA', ce qui prouve que les trois 
droites AA', BB', CC' se coupent en un point. Mémo raisonnement 
pour les trois antres cercles. 
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PROPOSITION XL. 

THÉORÈME. 

Si l’on mène à volonté une parallèle C'B' à un côté BC d'un triangle 
ABC, et qu'on joigne les extrémités de ce côté aux points C', B' dé- 
terminés sur les côtés opposés ou sur leurs prolongemente , les droites 
ainsi tracées se couperont sur celle qui joint le sommet A au milisu 
A' de ce même côté BC. 

Eo effet , puisque B C est parallèle à BC, on a 
AB':BC::AC':C‘B, 
d’où AB'XC'B— B'CX AC'. 

U'ailleurs CA'=BA'. 

Multipliant, on a AB' X C'B X CA' = B'C X AC'X BA'. 

Et, en vertu du cor. 1 de 1a prop. 39, les trois droites AA', BB', CC', 
se coupent en un point. 

Corollaire 1. Si le point B' est pris au milieu de AC , le point C' 
sera aussi le milieu de AB, et par conséquent les droites qui joignent 
les sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposés, se coupent 
en un point. 

Corollaire‘2. Pourmenerpar unpointC' une parallèleCB, on peut 
prendre sur BC deux longueurs égales à volonté, BA' et A'C, joindre 
BC' et prendre sur cette droite un point arbitraire A qu'on joindra 
aux points A' et C ; tirer CC' qui coupera AA' en un point O ; si 
l'on tire BO et qu’on prolonge jusqu'à AC en B', la droite C'B' 
sera parallèle à CB. Car si on mène par C' une parallèle à BC, elle 
coupe AC en un point tel que la droite qui joint ce point au point 
B passe en O. Donc B'C' est cette parallèle. 

Remarque. La prop. 40 peut être regardée comme comprise dans 
la suivante. 

‘PROPOSITION XLI. 

THÉORÈME. 

Si d'un point O pris sur le plan d'un angle BAC on mène à volonté 
deux transversales OC , OG , qu’on joigne les points d’intersection de 
ces transversales et des côtés de l’angje par les droites BG , FC qui se 
couperont en un point I, le lieu du point I sera une droite qui passera 
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au point A ; e( toute droite menée par le point O sera divisé harmo- 
niquement par les trois droites BA , IA , I^A , ou par leurs prolonge- 
ments. 

En ettelj dans le lrian;;lc FAG. la transversale OC donne (p. 37) 
entre les six segments 

AC . GO . FB= CG . FO . BA. 


Dans le même triangle, les droites menées du point I aux trois 
sommets A, F, G, déterminent six segments, qui donnent (p. 30) 

CG . HF . BA = AC . GH . FB. 

Multipliant ces égalités membre à membre , et supprimant les far- 
lenrs communs AC, FB, CG, BA, on a 

GO . IIF = GH . FO. 


Ainsi la droite OG est divisée en F et H, de façon que le produit 
de la ligne entière par le segment moyen est égal an produit des 
segments extrêmes, ce qui forme ta division harmonique (I. 3, 
p. 10, r.). 

Cela posé, menons une troisième transversale OC, joignons 
FC', GB', lirons Al'; on démontrera de même que la droite AI' 
détermine sur FG un point qui fournit également avec G , F, O 
une proportion harmonique. Or, je dis que le point II est le seul 
qui, situé entre F et G , jouisse de celte propriété ; car si pour un 
autre point H' nu avait la mémo propriété 

GO. H F = Gir.FO; 

en divisant celle égalité par la précédente, ou aurait 
II' F _ GIF 
HF ~ GH _ 

H'F GH' 

égalité impossible, puisque — - est < 1, tandis que > I. 

H F GH 

Il est donc prouvé que la droite .Al' passe en H ; donc les points 
I, I', etc., sont sur une ligne droite qui passe en A. 

Reste à vérifier la même propriété pour les prolongements de 
B.A, CA , Or, soit une di'oile OL coupant ces prolongements; joi- 
gnant MB', LC' qui se rencontrent en un point I", on prouvera que 
la droite AI' coupe harmoniquement OL en K et OC' en H" ; mais 
AI prolongé coupe aussi OC' de celte manière; donc AI' est le pro- 
longement de AI"; donc les prolongements des droites B.A , lA , 
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CAcoupeolbarmoniquemcnt les traiisvursates iiiuiiées du poiulü. 

II est évideot que si l'on mène une nouvelle transversale OP sur ces 
prolongements J et qu’on tire NL , MP qui se coupent en 1"', il est 
évident, dis-je , que AI'" coupera aussi OL harmoniquement, que 
AI''' passe ainsi eu K et se confon d avec AI". Donc, cnlin tous les 
points I, I , I", I'", etc., sont sur une seule et même droite. 

En second lieu, on a prouvé que toute droite OP, Otl, etc., me- 
nées du point O, est coupée harmoniquement par les trois droites 
BA, .\I, AC prolongées indéfiniment. 

• ÜÉFixtTiox XX. Le point O est nommé le pô'e de la droite .\l par 
rapport à l’angle B.iC, et .\[ est appelée la polaire du point O par 
rapport au même angle. 

' * Défixitiox XXI. On appelle faisceau harmonique le système de 

4 droites qui, partant d’un même point, divisent harmoniquement 
toute transversale qui les coupe. 

" PKOPOSmON XLII. 

THÉORÈME. 

Fig. loi. droite OA qui joint le pôle O au sommet de l'angle, forme avec 

les deux côtés et la polaire un faisceau harmonique. 

Il est prouvé que toute droite menée do pôle O, est divisée har- 
, moniquement par les4droitcs passent en .4 ; quant à une transver- 

sale quelconque og, on pourra lui mener, par le point O, une 
parallèle OG, et l’un aura à cause des parallèles (p. 18) 
of: OF -.-.fh-. FH: : hg : IIG : : Oÿ : OG. 
d’où o/'. FH = OF ./■/!. et Aÿ . OG = HG . Oÿ. 

multipliant, on a of.hg. FH . OG = OF. HG. fh. og. 

Mais OG étant divisé harmoniquement, on a FH. OG=OF. 110 ; 
un peut donc supprimer ces deux produits, et l’on a of. hg.=fh. og. 
ce qui montre que la droite og est divisée harmoniquement par les 
rayons qui partent du point A. 

Corollaire 1. Il suit des deux théorèmes précédents que : 

1° Chaque point de la droite indéOnie AO est un pôle de Al par 
rapport à l’angle BAC; car la polaire du point o, pris sur AO, 
doit diviser harmoniquement la droite og; elle se confond donc 
avec .\II : 

•2" Chaque point de AI est le pôle de AO par rapporta l'angle BAC; 
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car d’un point 1, pris sur Al, menons deux transversales BG, CF ; 
joignons les points où elles coupent les côtés de l'angle, par les 
droites CB, GF ; ces droites prolongées se couperont sur la polaire 
du point I (p 41); donc AO est cette polaire ; 

3° Chaque point de AC est le pôle de AB par rapport à l'angle 
OAI; car si d'un point G, pris sur AC, on mène une transversale 
GO , la polaire du point G doit couper GO barinoniqucmcnt entre 
Il et O (p'. 41); mais AB coupe OG de cette manière. Donc chaque 
point G de AC est le pôle de AB ; 

4° Chaque point de AB est le pôle de AC, propriété que l'on prou- 
vera comme on a fait pour les points de AI par rapport à AO. 

Ainsi, parmi les 4 rayons d'un faisceau, si l'on en prend deux non 
consécutifs, chaque point de l'un de ces deux rayons est le pôle de 
l’autre par rapport à l'angle des deux autres rayons. Deux rayons 
non consécutifs ont reçu pour celte raison le nom de rayons con- 
i ugués. 

Corollaire 2. Si on prolonge OA vers O , et que du point O' on 
mène une parallèle à OL, cette parallèle sera coupée par les trois 
rayons AB, AI, AC, comme OL l'est par leurs prolongements. Donc 
les4rayons AB, AI, AC, AO' forment un faisceau harmonique. Con- 
cluons donc que 3 rayons consécutifs et le prolongement du 4' for- 
ment un faisceau ; que, par conséquent, en prolongeant les 4 rayons 
d'un faisceau, ce qui donneSrayons, on formera un faisceau chaque 
fois que parmi ces 8 rayons on en prendra 4 consécutifs, et comme 
on peut prendre chacun de ces 8 rayons à son tour pour le premier, 
il s’ensuit qu’on aura 8 faisceaux. 

Corollaire 3. Les propositions 42 et 43 fournissent le moyen de 
résoudre avec le seul secours de la règle les questions suivantes ; 

1» Étant donnés 3 rayons d'un faisceau, trouver le 4'. Parmi les 3 
rayons, il y en a deux qui sont conjugués ; on cherche la polaire 
d'un point du 3' (p. 41) par rapport à l’angle de ces denx là, et l'on ‘ 
a le 4'. 

2“ Étant donnés 3 points G, H , F d'un système harmonique, trou- 
ver le 4' point O, conjugué de H. La ligure 104 donne la solution. 

3» D'un point I , pris sur le plan de deux droites BB', CC', mener 
une droite qui aille passer nu point d'intersection de BB' et CC', en 
supposant que ce point soit inconnu. On cherche le point O , et an 
moyen de cclni-ci , le point I', puis on lire la droite II'. 
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. . ' PROPOSITION XLIII. 

THIiORÈMF. 

Fig. lO.j. /.Cl deux e-rtrémilés <l’an diamèlre BD d'un cercle étant regardés 
comme deux points conjugués d'un système harmonique .V, H, C , D. 
les droites MA , MC qui joignent les deux autres points conjugués à 
un même point M de ta circonférence , seront entre elles ; : AB : BC. 

Puisque A, B, C, I) forment un système harmonique , on a 
Al) : Cl) : : AB ; BC, 

ou AO+01) : OD-f-OC ; ; AO-OD : OD— OC. 

Comparant la somme et la difréreure des antécédents à la somme 
et à la difl'éronce des consequenis, on a 

2 AO : 2 OU : : -2 OD : 2 OC, 
ou AO : OD : ; OD : OC , 

joignant MO , AO : OM : : O.M : OC. 

Ainsi les deux triangles .\0.\t . CO.VI ont un angle commun en 
O, compris entre côtés proportionnels et sont semblahles; donc on 
aura aussi 

AM ; MC : : AO : OM : : OM : OC, 
ou : : AO — OM ; OM — OC ; 

c'est-à-dire .\M ; MC .VB : BC. 


-PROPOSITION XLIV. 

TtIKORÈME. 

Fig. lOi'. chacun des points d'une droite .AB prise à volonté sur le plan 

d'un cercle, pourvu toutefois qu'elle ne passe pas au centre O, ou 
mène deux tangentes AD, AK r 1° la sécante de contact ED coupera en 
un point invariable le diamètre FU perpendiculaire à la droite AB ; 
2'’ toute transversale menée par ce point invariable sera divisée har- 
snoniquement par ce point . par la circonférence et par .AB. 

t" Joignez .AO qui sera perpendiculaire à la corde DE (1.2, p. 2.3. 
r. 2j; lirez aussi le rayon DO. Les triangles OAF, OCI ont l'angle 
O commun; ils sont de plus rectangles, et par conséquent, sem- 
Idables , ainsi l'on a 
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l)C : OA : ; 01 : OF, il'où OFXOC = OIxOA. 

I.c Iriaiij'lc ODA , rcc(an>;lc en D (I. 2 , p. lij, donnera d’ailleurs 

— 1 — 3 on 

ip. 20J OI X OA = OD; donc OF X OC = OD, d’où OC =-jjpr 

Celte distance OC ne changera dune pas tant que le point A sera 
pris sur AB, puisque OF ne change pas, non plus que le rayon OD ; 
donc toutes les sécantes, telles que EU, passeront au point C qu’on 
nomme le pôle de la droite AU, par rapport â la circonférence; 
AB est appelée la polaire du point C. 

2' Soit menée par le pôle la droite AQ ; je dis qu’on aura 

AQXMC = AMxCQ. 

Car de la relation OC = — on tire 
OF 

OC : OD : : OD : OF, 

d’où OD + OC : OD — OC : : OF -H OD : OF — OD 
ou CH : LC : : FU : FL, 

proportion qui prouve que FH est divisée harmoniquement en L 
et C ; donc joignant le point M au point F, on aura (p. 43) 

MF : MC ; : FL : : LC. 

Joignant aussi QF et QC, on aura de même 
QF : QC : : FL : LC. 

Ces deux proportions rapprochées donnent 
MF : MC : : QF : QC ; 

proportion qui montre (p. 10, 2<’) que FC est la bissectrice de l’an- 
gle MFQ; par suite FA , perpendiculaire à FC, est la bissectrice de 
l’angle MFQ', supplémentaire de MFQ; donc on aura (p. 10, r.) 
la proportion harmonique 

AQ : AM : : CQ : MC. 

Corollaire 1. Réciproquement, n d'un point C pris tur le plan 
d’an cercle on mène une sécante quelconque ED, et qu'aux points E, 
U, où cette sécante coupe le cercle, on mène deux tangentes, te lieu de 
l’intersection A de ces tangentes sera une droite perpendiculaire au 
diamètre mené par le point C. Car on trouvera comme ci dessus 

„ , — » ôd’ 

0FX0C = 0D ou OF = — ; 

donc le point F est invariable tant que le pointC ne change pas, et 

8 
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par suile le puinl A reste sur la luèmc droite AF, perpendiculaire 
à OC. 

Fig. 107. CoroUairei. Si le pôle A est hors du cercle, la polaire PQ coupe la 
circonférence en deux pointsM, K, et les droites AM, AK, qui joignent 
ces deux points au pôle , sont tangentes à la circonférence Car d'a- 
près ce qu’on vient de montrer, le produit de AO par la distance 
du centre à la polaire est égal au carré du rayon ; donc si AO est 
plus grand que le rayon, la distance de la polaire an centre est moin- 
dre que le rayon. Soit ON cette distance , ta polaire sera une per- 

——a 

pcudiculaire élevée en N à AO, et si on joint MO, on a NOxAO=::MO 
ou NO : MO : ; MO : AO , proportion qui prouve que dans les trian- 
gles MNO, MAO l'angle commun en O est compris entre côtés pro- 
portionnels; ces triangles sont donc semblables. Mais dans le 
triangle MNO , l'angle opposé à MO est droit ; par conséquent , 
dans le triangle AMO , l’angle AMO opposé à AO est droit aussi , 
et la droite MA , perpendiculaire à MO , est tangente. Il en est 
de mémo de AK. 

* PROPOSITION XLV. 

THÉOBÈHE. 

Fi g. 107. D’un point A , pris sur le plan d'un cercle , on mène deux trans- 
versales AG , .\H ; on joint deux à deux les points I , F , G , H , où 
ces transversales coupent la circonférence ; les droites . ainsi obte- 
nues. se coupent en deux points L, P, dont le lieu sera la polaire du 
point A. 

Joignons PL qui sera la polaire du point A par rapport à l'angle 
FPG, et divisera harmoniquement la sécante AH (p. 41) au point 
B situé entre I et H ; mais la polaire du point A par rapport à la cir- 
conférence, divise la sécante AH de la même manière, et passera 
par conséquent par ce même point B. Par une raison semblable , 
cette dernière polaire passera aussi an point C où AG est coupée 
par PL. Donc la polaire du point A , par rapport au cercle, passe 
en B et en C, et se confond avec PL. 

Corollaire. On saura, d’après cela, mener la tangente au cercle 
par un point extérieur avec le seul secours de la ligne droite. Soit 
A ce point; on en cherchera la polaire PQ qui coupera la circon- 
férence en deux points M , K ; joigqant ces points au point A , on 
a les tangentes cherchées AM , AK (p. 44, c. 2). 
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* PROPOSITION XLVI. 

THÉORÈME. 

Soit ABCD un quadrilatère intcrit dans un cercle . EFGU le qaa- fig, 108. 
drilatère eireonscril ayant pour côté/ les tangentes aux sommets du 
premier ; si J’on prolonge les côtés opposét de chacun de res quadri- 
latères et qu'on mène les 4 diagonales : 

1° Les points d'intersection M , I , K , L , des côtés opposés sont en 
ligne droite; 

2" Les 4 diagonales DB, AC , FH, EG se coupent en un même point 
O, et chaque diagonale du quadrilatère circonscrit passe par le point 
d'intersection de deux côtés opposés du quadrilatère inscrit ; 

3° Enfin , toutes le» fois que quatre droites de cette figure concou- 
rent au même point , elles forment un faisceau harmonique. 

1° Gbercbone , par rapport au cercle , la polai re du point O où ee 
coupent les diagonales du quadrilatère inscrit. A cet effet on 
prendra les transversales BD, C.V menées par ce point; on joindra 
deux à deux les points A, B, C, D où elles coupent la circonférence; 
les droites AB, CD. AD, BC , qui les joignent , sont les côtés du 
quadrilatère inscrit, et déterminent par leurs intersections L, I, 
deux points de la polaire cherchée (p. 45). Hais la sécante AC pas- 
sant au pôle O, les tangentes FK, EK, menées aux points où elle 
coupe la circonférence , se coupent également sur la polaire du 
point O (p. 44) ; il en est de même des tangentes en D et B. Donc 
les 4 points H, I, K, L so trouvent sur la polaire do point O, et 
sont en ligne droite. 

2° Pour chercher la polaire du point L au moyen des sécantes 
LC, LB, il faudra joindre deux à deux les 4 points d’intersection de 
ces droites et de ia circonférence, ce qui donnera les droites CA, 

DB qui se coupent en O, et les droites AD, BC qui se coupent en 1, 
et ces points O, I seront sur ia polaire du point L. Mais la sécante 
LC détermine les points D, C, et les tangentes en ces points se cou- 
pent en un point G, situé aussi sur la polaire du point I. Par une 
raison semblable, le point E, intersection des tangentes en A et B, 
est sur la polaire du point L. Donc les 4 points I , G , O, E sont en 
ligne droite, ou , ce qui revient an même, la diagonale GE du qua- 
drilatère circonscrit passe an point O, intersection des diagonales 
du quadrilatère inscrit, et au point I, intei section des côtés opposés 
AD, BC de ce quadrilatère; ces côtés se distinguent en ce que cha- 

8 . 
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cnn d’eux joint les points de contact A, D ou B, C de deux tangentes 
non adjacentes A une extrémité de la diagonale GE. En prenant le 
point I pour pôle, on reconnaîtra de même que les 4 points L, II, 
O, F sont en ligne droite. 

3° Les 4 droites qui concourent en L, forment un faisceau har- 
monique. En effet, cherchant la polaire du point I par rapport A 
l’angle GLB, on trouvera qu'elle se confond avec LF (p. 41); donc 
(p. 42) les 4 droites dont il s'agit, forment un faisceau. De même 
El est la polaire du point L par rapport à l’angle AIB, et par suite, 
les Adroites qui concourent en I, forment un faisceau. Enfln, Ie 
faisceau harmonique L déterminant sur la transversale IB un sys- 
tème harmonique I, C, N, B, on en conclut que les 4 dVoitos 10, 
CO, NO, BO, qui concourent en O, forment aussi un faisceau. 

Bemarqut. La polaire d’un point 1 d'une droite IL, par rapport 
au cercle , passe par le pôle O do cette droite. Car si du point I on 
mène deux sécantes IB, IA, les tangentes en D, A, déterminent un 
point 11 de la polaire du point I ; le point F est de même un point do 
cette polaire; et la droite IL a évidemment pour pôle le point O 
qui se trouve sur HF. Donc , si sur le plan d’un cercle on trace 
tant de droites qu’on voudra, et qu’on en prenne les pôles, autant 
il y aura de droites qui passeront en un même point , autant il y 
aura do pôles en ligne droite ; car si trois drojtes a, a', a" se cou- 
pent en on point cc, la polaire du point « passe par le pôle do la 
droite a, puisque le point a est sur a ; de même, la polaire du point 
a. passe par les pôles des droites a‘. a". Donc ces trois pôles se 
trouvent sur la polaire du point c’est-A-dire sur une droite. 
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LIVRE IV. 

RELATIONS MÉTRIQUES. 
LES AIRES PLANES. 


Un parallélogramme peut se diviser en parties égales , 
par des droites parallèles à un côté. C’est ainsi que ÂBCD 
est divisé en sept parties égales, par des droites parallèles pjg. io9. 
au côté AD. En répétant l’une de ces parties trois fois , on 
3 

aurait donc les — de la ligure ABCD. Par conséquent un 

parallélogramme peut être multiplié par un nombre com- 
mensurable quelconque. 

On peut aussi concevoir le produit d'on parallélo^raniine P par 

on iioinbro incommensurable, par escmplc par 1/ 2; car |/1T est 
compris entre 1,41 et 1,42; si donc on multiplie le paralU'1u;:raii)mc 
donné par ces deux nombres, on aura deux résultats dont la dif- 
férence sera la centième partie du parallélogramme P. Mais 2 est 
aussi compris entre 1,4141356 et 1,4141357, et si l'on multiplie le 
parallélogramme donné par ces deux nombres; on aura deux résul- 
tats qui différeront moins que les précédents, entre lesquels ils sont 
d'ailleurs.compris. En continuant de considérer ainsi des nombres 

qui approchent de plus en plus de \/ 2, les uns en moins , les autres 
en plus, on formera des surfaces qui différeront do moins en 

moins. Or, ce qu'on doit entendre par P ^ 2, c'est la surface uni- 
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que qui eslla limite de toutes ces surfaces , quelque loin qu'on 

pousse le calcul de l/s. Il y a des cas où cette surface limite peut 
se construire. 


Cela posé, le rapport de deux parallélogrammes est un 
nombre abstrait tel , que le produit du second parallélo- 
gramme par ce nombre est égal au premier. On doit sup- 
poser, dans ce qui vient d’étre dit, que les parallélo- 
grammes que l’on compare ont les angles égaux chacun à 
chacun ; mais il n’est pas nécessaire de leur supposer un 


côté commun, comme on a fait en prenant les - du paral- 


lélogramme ABGD. Car si l’on partage AD en 4 parties 
égaies, et que, par les points de division, on mène des 
parallèles à AB, le parallélogramme ALMN sera tout aussi 
3 

bien les - de ABCD que AIKD , puisque AIKD et ALMN 

ont la partie commune AION, et les parties excédantes 
lOML d’un côté , DNOR de l’autre, sont composées elles- 
mêmes d’un même nombre de petits parallélogrammes 
égaux. 

Fig. 109. Définition /. Deux figures planes sont dites équiva- 
lentes, lorsqu’elles ont des surfaces égales, quoique non 
superposables. Les parallélogrammes AIKD, ALMN sont 
. donc équivalents. 

Définition //. Le rapport des surfaces de deux figures 
est un nombre abstrait , tel que le produit de la seconde 
figure par ce nombre donne une figure égale ou équiva- 
lente à la première, Nous indiquerons le rapport de deux 

' A 

surfaces A , B par les notations connues A : B et ^ . 

Lors donc que nous dirons , par exemple , une surface ' 
A est à une surface B : : 3 : 7, il faut entendre que A vaut 

3 

les - de B, c’est- à -dire que si A est divisée en 3 parties 
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égales, B équivaut à la summe de 7 do ces parties; et 

3 3 

réciproquement, si A vaut les - de B, on écrira k— - B, 

A 3 

ou g = - , ou A : B :: 3 : 7. {Comparez 1. 3, p. 3 et d. 6.) 

Pour appuyer cette déflnilion , remarquez qu’on peut toujours 
coucevoir un parallégramme qui , ayant un angle donné , soit équi- 
valent à une figure donnée. Car si l'on prend un parallélogramiiic 
dont l’angle et l’un des côtés sont quelconques et qu’on fasse va- 
rier te second côté d’une manière continue, le parallélograinnic 
variera d|nne manière continue depuis zéro jusqu’à l'infini. Il pas- 
sera donc par tous les états de grandeur qu’une surface plane peut 
prendre; par conséquent, il prendra successivement des valeurs 
équivalentes à tontes les figures planes imaginables. Ainsi deuz 
figures étant données, on peut les supposer remplacées par deux 
parallélogrammes respectivement équivalents, ayant un angle cuiu- 
uiun. Or, il a été montré d’une manière nette comment on peut 
moiliplicr un parallélogramme par un nombre abstrait; on con- 
cevra donc aussi ce qu’on entend par le rapport de deux surfares 
planes quelconques. 

Définition ni. La mesure d’une grandeur est le rap- 
port de cette grandeur à une autre prise pour unité. La 
mesure d’une surface se nomme aire. L’objet principal de 
ce livre est de ramener la détermination du rapport des 
surfaces planes à des rapports de lignes, rapports dont les 
propriétés sont connues par le livre 3. Nous supposerons 
dorénavant les lignes rapportées à une unité, c’est-à-dire 
mesurées. 

Définition if. La hauteur d’un triangle ABC est la Fig. iio, 
perpendiculaire AD , menée du sommet A d’un des angles 
sur le côté opposé BG, prolongé s’il le faut. Ce point A 
s’appelle le sommet du triangle , et le côté BC , sur lequel 
tombe la perpendiculaire, sc nomme la base. On peut 
prendre pour base tel côté qu’on veut; le sommet sera 
celui de l’angle opposé à ce côté. 
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Dans un triangle isoscèle , on prend ordinairement pour 
base le côté qui n’est pas égal aux autres. 

Fig. 113. DÉF/ifiTion y. La hauteur d’un parallélogramme est la 
perpendiculaire AE, menée entre deux côtés opposés pris 
pour bases. 

Fig. 114. Dêfjhitio!<i ri. Un trapèze est un quadrilatère dans 
lequel deux côtés opposés AB, CD sont parallèles. Ces deux 
côtés parallèles sont appelés les bases du trapèze; la hau- 
teur du trapèze est la perpendiculaire EF menée entre les 
bases. 

PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

Fig. 109. Les surfaces de deux parallélogrammes ABCD, EFGH , 
qui ont les angles égaux chacun à chacun , sont entre elles 
comme les produits des côtés adjacents, de sorte qu’on a 

ABCD : EFGH ; : AB X AD : EFxEH. 

. Supposons que les côtés .AB, EF soient entre eux :: 7 ; 5 
et que AD : EH :: 4 ; 3. Divisez AB en 7 parties égales, EF 
en contiendra 5; par les points de division menez des 
droites respectivement parallèles aux côtés AD , EH; ces 
droites décomposeront la première figure en 7 parties 
égales, et la seconde en 5 parties égales entre elles, mais 
non égales à celles de la première. Divisez de même AD en 
. 4 parties égales, EH en contiendra 3. Si, par les points de 
division , de AD on mène des parallèles au côté AB, cha- 
cune des 7 parties de ABCD se trouvera divisée en 4 pa- 
rallélogrammes égaux, de sorte que ABCD se trouvera dé- 
composé en 7x4 parties égales. Opérant de même sur 
EFGH, on décomposera cette figure en 5x3 parties égales 
, à celles de ABCD ; donc (d. 2) 

(I) ABCD ; EFGH :: 7x4 ; 3x5. 
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Mais on a 

AB:EF:;7:5 
AD: EH:: 4: 3; 
miilliplianl par ordre 

ABxAD : EFxEH :: 7.4 : 5.3,. 
celle proportion a un rapport commun avec (I); donc 
.\BCD : EFGH :: ABxAD : EFxEH. 

> Supposons maintenant que AB. EF, étant coromensurablcs 
entre eux , Al), EH ne le soient pas; comme le parallélogramme 
EFGH varie d’une manière continue avec EH , on conclura (I, 3, 
p. 4) que la proportion a encore lieu dans ce cas. EiiGn, les côtés 
AD , EH étant commensurables ou non , si AB, EF no le sont pas 
on prouvera de la meme manière que la proportion n’en a pas 
moins lieu. 


Corollaire 1. Supposons qu’il s’agisse de deux rectan- 
gles, que nous nommerons R, r; soient B, b leurs bases, 
H, h leurs hauteurs, qui, dans ce cas, sont les côtés adja- 
cents aux bases. Puisque dans les rectangles les angles sont 
égaux comme droits , on aura R : r :: BxH : ôx/i, pro- 
portion qui peut se mettre sous la forme 

R _ B^ _ B H 
r bxfi b ^ h 

Supposons maintenant que r soit un carré, de sorte 
que h = b, la proportion devient 

R. B H 

- = I ^ T- 
r b b 

.Si l’on prend r pour unité de surface, — est la mesure 

r 

de la surface du rectangle R (d.3); si, de |>lus, on prend 

* Voir iim* noU’ à la flii di* i'oinrag*’. 
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b pour unité de longueur, - , — sont les mesures des 

côtés B, H du rectangle; par conséquent, en prenant pour 
unité de surface un carré, et pour unité de longueur le 
côté de ce carré , la mesure de la surface d’un rectangle 
ou l’aire d’un rectangle est égale au produit de la base 

, R B H 

par la hauteur. Représentant les trois rapports ~ f 

par R', B', H', on peut écrire : 

R' = B'xH'. 

Ainsi, pour mesurer la surface d’un rectangle en mètres 
carrés, mesurez les côtés en mètres, et multipliez ces me- 
sures l’une par l’autre, le produit sera l’aire du rectangle. 

Dans tout le reste de cet ouvrage, l’exprcssirn produit 
de lignes doit être entendue comme on vient de l’expliquer. 

Kig. 100. Corollaire 2. Tirez les diagonales DB, HF; chacun des deux pa- 
rallélogrammes se trouvera décomposé en deux triangles égaux. 
Ces deux triangles ADB , HEK, qui onl un angle égal ( A = E), sont 
donc entre eux comme les parallélogrammes , ou : ; AD X AB : EH 
X EF, c'est-à-dire comme les produits des côtés qui comprennent 
l'angle égal. 

Corollaire 3. On demande l’aire du rectangle qui a pour 
base 3“,126 et pour hauteur 1”’,I4. 

Cette aire = 3,126x1,14 = 3,66364; comme on a pris, 
pour unité de longueur , le mètre , l’unité de surface est 

le mètre carré que nous désignons par “ . La partie déci- 
male peut s’énoncer en décimètres carrés, centimètres 
carrés, etc. Pour faire voir comment on l’énonce, remar- 
quons que pour mesurer un mètre carré en décimètres 
carrés, il faut mesurer la base et la hauteur en décimètres 
(p. 1 , c. I), et multiplier entre elles les deux mesures; or, 
la base et la hauteur seront chacune égale à 10, et leur 
produit sera 100. Donc le mètre carré contient 100 déci- 
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nièlres carrés. De même, le décimètre carré contient 100 
centimètres carrés, le centimètre earré contient 100 mil- 
limètres carrés, et ainsi de suite. Par conséquent 
t™’=100 décimètres carrés =10000 centimètres carrés 
= 1000000 millimètres carrés. Donc le décimètre carré est 

du mètre carré, le centimètre carré est du 

mètre carré , etc. Le nombre 3™’, 56364 contient donc 
3 mètres carrés, 66 centimètres carrés, 

36 centimètres carrés, 40 millimètres carrés. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

L'aire d’un parallélogramme est égale au produit de sa 
hase par sa hauteur. 

Pour le démontrer, je dis d’abord que deux parallélo- 
grammes de même base et de même hauteur sont équiva- 
len Is. 

En effet, soient deux parallélogrammes ABCD, ÂBC'D',Fig. li-i. 
dont l’un peut être, si l’on veut, un rectangle; donnons- 
leur une base commune ÂB ; puisque la hauteur est la 
même, les bases CD, C'D' seront sur une même parallèle 
à AB. Puisque ABCD est un parallélogramme, le côté AC 
est égal et parallèle à BD; de même AD' est égal et paral- 
lèle à BC; donc les angles C'BD , D'AC sont égaux, à cause 
des côtés parallèles (I. 1 , p. 17); par suite, les triangles 
D'AC , C'BD sont égaux , comme ayant un angle égal entre 
côtés égaux. Donc surf. ABDD' — D'AC = ABDD' — C'BD, 
ou 

Surf. ABDC = surf. ABC'D'. 

Cela posé, si ABC'D' est un rectangle , son aire est égale 
à ABxC'B; donc l’aire du parallélogramme ABDC est 
aussi égale à ABxC'B. 
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Corollaire. Deux parallélogrammes de même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs, et deux parallélogram- 
mes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases. 
En effet, soient P,p les aires de deux parallélogrammes, 
B, b les bases. H, /t les hauteurs. D’après ce qu’on vient de 
prouver , on a P=Bxn,p = 4x/i,etpar conséquen t 

P:p :: BxH : 4x/i. 

Or, si l’on suppose les bases égales, B devient égal à b, 
et la proportion se réduit à P:p :: H : A. 

Si , au contraire, on suppose les hauteurs égales on 
aura P":p :: B : A. 


PROPOSITION III. 

THÉORÈHK. 

Fig. 113. L’aire d’un triangle ABC est égale à la moitié du pro- 
duit de la base par la hauteur. 

D’un sommet A menez une droite AD égale et parallèle 
au côté opposé BC; joignez CD. La figure ABCD sera un 
parallélogramme (I. 1 , p. 22), que la diagonale AC divise 
en deux triangles égaux. Ainsi le triangle ABC est la moi- 
tié de ce parallélogramme; or, si AE est la perpendiculaire 
menéedu point A surBC, l’aire du^parallélogamme a pour 
mesure (p. 2) BCxAE ; donc le triangle a pour mesure 

ifiCxAE. 

Corollaire 1 . Deux triangles de même base sont entre 
eux comme leurs hauteurs, et deux triangles de même 
hauteur sont entre eux comme leurs bases, puisque chaque 
triangle est la moitié d’un parallélogramme de même base 
et de même hauteur. 

Corollaire 2. Tout polygone pouvant se décomposer en 
triangles, on saura calculer la surface d’un polygone quel- 
conque. 
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PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

L’aire d’un trapèze est égale à la hauteur EF, multipliée Fig. H i. 
par la demi-somme des bases parallèles AB , CD , ou par 
la droite joint les milieux des côtés non parallèles. 

Tirez une diagonale BD; le triangle DBC aura pour 
mesure sa base DC, multipliée par la moitié de sa hau- 
teur; or sa hauteur est égale à EF, et par suite sa mesure 

^ DCxEF. 

Si dans le triangle ABD on prend AB pour base, la hau- 
teur est aussi égale à FE (d. 4) , et ce triangle a pour me- 
sure^ ABxEF. Donc la somme des deux triangles DBC, 

ADB, c’est-à-dire le trapèze ABCDa pour mesure ^ CDx 

EF + J ABxEF ou \ (AB-I-CD) X EF. 

A A 

En second lieu, si du point G, milieu de AD, on mène 
GH parallèle à AB et par suite à DC, on aura (I. 3, p. 7 ) 

AG :GD:: BI : ID :: BH : HC , 

et comme AG=GD, on a BI = ID BII = HC, de sorte 
que le point H est le milieu de BC. Mais les triangles GDI, 

ADB sont semblables (I. 3, p. 16, 3®) et donnent 

AD:GD:: AB:GI, 

et comme GD est la moitié de AD , Gl sera la moitié de 
AB; par une raison analogue IH est la moitié de DC. Donc 
Gl-I-IH ou GH est la moitié de la somme des bases AB-f- 
CD, et le trapèze aura pour mesure GHxEF. 
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PROPOSITION V. 


THÉORÈME. 

Fi(f 115. L’aire d’un polygone régulier est égale à son contour 
multiplié par la moitié de l’apothème. 

Soit A.BCD, etc., un polygone régulier, O son ‘centre, 
OG son apothème. Tirons les rayons AO, BO, etc., qui 
décomposeront le polygone en triangles égaux entre eux. 

Le triangle AOB a pour mesure ^ GOxAB, et comme le 

A 

polygone se compose de six triangles égaux à AOB , il aura 
pour mesure - GOx6AB ou la moitié de l’apothème mul- 
tipliée par le contour 6AB. On raisonnera de même dans 
tout autre cas. 


PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

L’aire du cercle est égale à la circonférence multipliée 
par la moitié du rayon. 

Fig. 113. Circonscrivez aq cercle des polygones réguliers de 6, 
12, 24, 48, etc., côtés; chacun de ces polygones aura 
pour mesure son contour multiplié par la moitié de l’apo- 
thème GO; mais on finira par trouver des polygones qui 
diffèrent infiniment peu du cercle quant à leur contour et 
à leur surface. Considérant donc le cercle comme un po- 
lygone régulier d’une infinité de côtés, on conclura que 
l’aire du cercle est égale à sa circonférence multipliée par 
la moitié du rayon. 

Pour donner à cette conclusion tonte la rignenr possible , ins- 
crivons au cercle un polygone semblable à ABCD...., supposons 
que les côtés de ces polygones soient inOniment petits et rospecti- 
vement parallèles. La dilTérence entre les aires de ces polygones 
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se compose d'une série de trapèzes tels qae AB6a; l’aire de cliacun 
de ces trapèzes est moindre que AB X Qf . et leur somme sera 
moindre que ( AB+BC -H. . .) X Gp; or, le contonr AB + BC-l-... 
est nne variable finie et décroissante , Gg est infiniment petit ( I. - 3 , 
p. 33 } ; donc cette diiTérence est infiniment petite. Par conséqueni, 
l'aire du cercle difTèrc infiniment pen de chacun des polygones. 

Uais l’aire du polygone circonscrit = périm. ABCDEFA X t GU; 

« 

donc, négligeant les infiniment petits,' on anra 

Aire du cercle = circonférence X ~ GO < I. 3, p. 1, r.). 

Corollaire 1 . Le secteur de cercle ABC , c’est-à-dire la Fig. 59. 
surface comprise entre un arc BC et les rayons AB , AC , 
menés à ses exlrémilés, a pour mesure son arc BC multi- 
plié par la moitié du rayon. Pour le prouver, on démon- 
trera, par un raisonnement semblable à celui de la pro- 
position 5, liv. 3, que deux secteurs de même rayon sont 
entre eux comme leurs arcs, de sorte que le secteur est au 
cercle entier, comme l’arc de ce secteur est à la circonfé- 
rence. On aura donc 

Secteur ABC : cercle AB :: arc BC ; cire. AB. 

Multipliant les deux derniers termes par ^ AB , on a 

Sect. ABC : cercle AB ; : arc BC X ^ AB : cir. AB X ^ AB. 

2 2 

Or, on vient de prouver que le cercle AB est égal à 

cir. AB X 2 AB ; donc sect. ABC = arc BC X ^ AB. 

Corollaire 2. Soit R le rayon d’un cercle, la circon- 
férence sera (I. 3, p. 34, c.) 27 tR, et l’aire du cercle 

2 71 R X 2 R. = 2. 2 TT. R. R. = TT. R’. Donc l’aire du cercle 

est aussi égale à n multiplié par le. carré du rayon. 

Soit a l’angle d’un secteur , cet angle étant donné en Fig. 59. 
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degrés, minutes, etc.; l’arc de ce secteur sera â la circon- 
férence comme l’angle a est à 1 angles droits ou à 360" 
(I. 3 , p. 5 , r. 1 et 2). Ainsi arc BC : cir. AB : : a : 360" 


d’où 



arc BC = 


«Xc/r. AB nx2jrR 

" 360» ~ 360" 

«X 271 R.X 5 R 


on a secteur = 


360" 


; multipliant par 

uttR’ 

360» ■ 


Corollaire 3. Voici quelques applications numériques 
de ce qui précède. 

1» Calculer l’aire d’un secteur de cercle dont l’angle est 
de 48"-t-64', le rayon du cercle étant de l"*'' ",6. On a 

ici a — 48»-j-64' et R = 1,6. On réduit les degrés en 

2934 489 

minutes, et I on a « = _=48,9; prenant 

71=3,14169, nous aurons 


.... _ ‘*8,9x3,14159 X (1,6)" 48,9x3,14159x2,56 

S6Ct» — ,_ _ _ ' I I 

360 360 

On peut simplifier en divisant 48,9 par 3, puis 2,66 par 
4 et 360 par 12; ainsi 

3,14159X16,3X0,64 

30 

Opérations faites, on a 1» : 16,3 X 0,64 = 10,432 ; 
2»: 10,432x 3,14159=32,77306688, divisant par 10 , 
puis par 3 , on a pour résultat 1,092435662 , nombre que, 
pour abréger, je nommerai k; reste à savoir quels sont 
les 5o/ij cbilfres. Or, le produit 10,432 est exact; mais 
3,14169 est approché en moins à 0,00001 près; le pro- 
duit de ces deux nombres est donc trop petit, et l’erreur 
est moindre que 10,432 x 0,00001 , de sorte que le quo- 
tient par 30 , pris exactement , serait en erreur de moins 

que ^ X 10,43x0,00001, ou que j X 0,00001043, qui 
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est 0,000003477... En prenant ci-dessus le quotient k , 
2 

on a négligé - de l’unité décimale du 9" ordre; par con- 

ô 

séquent , l’erreur sur le résultat k est moindre que 
0,000003478. Ainsi, en ajoutant ce nombre à ^ , on a un 
résultat trop grand, qui est 1,092439040. On peut donc 
affirmer que le secteur est plus grand que 1,09243, et plus 
petit que 1,09244, et, à moins de 0,00001 près, le secteur 
est 1 ”*,09243, en moins ; ce qui fait 1 mètre carré, 9 dé- 
cimètres carrés, 24 centimètres carrés, 30 millimètres 
cariés. 


2° On veut avoir à moins if un millimètre carré la lurfaee d'un 
cercle dont le rayon est de avec combien de décimales faut il 
faire entrer n dans ce calcul ‘t 

Heprésentons par fc et k-t-ct deux nombres qui comprennent 
entre eux 1a valeur rigoureuse de n. L’aire du cercle sera comprise 
entre (4-t-* ) (1, 2)’ et* (t, 2)’. Pour qu'elle diffère de chacune 
de ces expressions de moins qu’un millimètre carré , il sufflt que la 
différence de ces deux mêmes expressions soit moindre qu’un mil- 
limètre carre; or, cette différence est 

« X (t, 2)* qu’on posera < 0,000001 , 


d’oA 


ou 


* < 


« < 


0,000001 

1 ,« 

1 

1440000 


Ainsi , il suffit que la valeur de n soit approchée à moins de 
1 

1440000 0,0000001 , et l’on aura la surface avec l’ap- 

proximation demandée. Elle est 4,523803344. Cette valeur contient 
0 décimales, et n’est exacte qu’à moins d’une unité du 6‘ ordre; 
cependant si noos supprimions les trois dernières , nous no pour- 
rions plus affirmer que l’erreur est encore moindre que l’unité du 
6' ordre. Pour savoir si cela est , on peut tenter un premier essai 
qui consiste à calcule r une limite de l’erreur, limite aussi approchée 
qu’on pourra. Or, on a pris n avec 7 décimales et en moins ; la 
partie négligée dans n est plus petite que 0,00000006 ; l’erreur sur 

9 
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l’aire est donc moindre que 

0,00000006X1,44 = 0,0000000864. 

Ainsi , l'erreur est moindre que 864 unités du 10° ordre , de sorte 
que si l’on supprime les chiffres 344, la limite de l’erreur sera de 
344 unités du 9° ordre + 864 du dixième , ou 3440 + 864 = 4304 
du dixiéme , ce qui est moins que l’unité du sixième. Donc au 6' 
ordre près, et en moins, la surface du cercle est 4"*’,523893, 
quantité par conséquent trop petite , mais qui deviendrait trop 
grande si on l’augmentait d’une unité du 6° ordre décimal. 

L’essai ci-dessus ne résont pas toujours la question. Lorsqu’il la 
laisse indécise , il fant pousser l’approximation plus loin. On en 
verra un exemple pins bas. 

3° Calculer à un centimètre près le rayon d'un cercle dont la surface 
S5t de 12”’. 

12 ™ 

Soit r ce rayon; ona7rr’=12'" d’oùr’= — 

7T 

Pour que r soit exact à 0,01 prés, il suiUt que r* le soit à 0,0001. 

En effet soit d la différence de deux nombres a et a‘, de façon que 
a' = a + d 

d’où a'’ = o’-i-2a(l-i-d* 

et O'’ — a’=2ad-i-d’ 

La différence des carrés est donc plus grande que d’. Or, si 
la différence de deux carrés est h , celle des racines est moindre 
que . et pour que l’on obtienne un nombre qui diffère de r, de 
0,01 , il suffit de trouver nn nombre dont la différence avec p’ soit 
moindre que (0,01)’ = 0,0001. 

Mais cela n’est pas nécessaire. Car on vient de voir que 

o' ’ — O* = 2od-t- d’ 


Ainsi pour qu’un nombre a‘ soit connu à moins de d prés, il suffit 
que son carré le soit, à moins de 2ad+d . Comme n<4, on a 
r’>3 et r> 1,5. Donc il suffit que r’ soit connu à moins de 
2X1,5x0,01-1- 0,0001 = 0,00301 
Nous allons chercher r° à moins de 0,003. Soient k, k -h a deux 


nombres qui comprennent tt ; r° 
quantités dont la différence est 


. 12 12 

sera compris entre — et 

k a-+-e 


12 > 


12 « 12 » 


k(k- 


r^) < IF- < "ô" ’ “ï" 
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peut supposer k>3. U solül donc que ou ^ soit <0,03, 


d’où 


ou <0,0225. 


Par suite on peut prendre r=3,15, ce qui conduit à calculer 
i?L. Comme ce quotient ne peut se calculer en décimales que d’une 
minière approchée, on le prendra en moins, et»i Von pousse jus- 
qu’au 4» ordre, l’erreur de la division sera < — ^ ; d’un antre côté 

est affectée d’une erreur , moindre que 0.03 ; donc l’er- 

l’euT sur le quotient, c’est-i-dire sur r*, fera <0.0301, ce qui est 
sufflsanl. 


On trouve 

Ponc 
Par suite 


iL = ^ = 3,8095-H.... 
3,15 21 

r’ >3,8095 et r’< 3,8396. 
r>l,95 et r<l,96. 


Car les racines de 3,8095 et 3,8396 tombent l’une et l’autre entre 
1,95 et 1,96. Chacun de ces derniers nombres exprime donc la va- 
leur de r à moins de 0,01. 


PROPOSITION VU. 

THéORKSIii. 


O 


Les aires des figures semblables sont entre elles comme pig. ne. 
les carrés des dimensions homologues. 

r Soient deux triangles semblables ABC, ADE, aux- 
quels on a supposé un angle homologue commun en A , 
si l’on suppose de plus que l’angle égal à B soit l’angle 
" ADE, le côté DE sera parallèle à BC. Menons AF perpendi- 
culaire à BC et par suite à DE. A cause des parallèles on a 

AF ; AG : ; AB : AD. 
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A cause de la similitude des triangles, on a aussi 
BC: DE:: AB: AD, 

ou ^BC:i DE:: AB : AD. 

Multipliant cette troisième proportion par la première 

on a 5 BCxAF:iDExAG::ÂB:ÂÎ). 

Mais - BCx AF est l’aire du triangle ABC (p. 3), 

— DEx AG est celle du triangle ADE; donc les aires de ces 

triangles sont , comme les carres, des côtés homologues 
AB, AD, ou comme les carrés de deux autres dimensions’ 
homologues (I. 3 , p. 1 1 , c. 2). 

Fijf. 75. 2° Soient maintenant deux polygones scmhlahles. Dé- 

composons-les en triangles semblables. Soient ABC, abc 
deux triangles semblables, de même ACD , acd , etc. D’a- 
près ce qu’on vient de prouver, on a 

ABC : abc : : AC : ac. 

^■1-’, * S 

~ ACD : acd : : AC : ac , 

d’oii , à cause du rapport commun , 

ABC : abc : ACD : acd, 
et , ce qui se démontre de même , 

: : ADE : ade ; 

donc la somme des antécédents ou l’aire du premier po- 
lygone esta la somme des conséquents, c’est-à-dire à l’aire* 

a —a 

du second , comme ABC : abc ou : : AB : ab, etc. 

3° Enfin, soient deux secteurs semblables, répondant, 
par conséquent, à des angles égaux ; soit S l’aire de l’un 


O 
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des secteurs , R son rayon , s l’aire de l’autre, r son rayon, 
a l’angle commun. On a (p. 6 , c. 2) 


S= 


a;rR’ 
360® ’ 




a Tir 

360° 


donc 


S-. s :: 


a 71 R’ a Tir 
360 ■ 360 


ou : : R' ; r\ 


L’angle a peut être de 360", et alors les secteurs se 
changent en des cercles entiers , on a S=7rR% sz=ii r, et 
S : a : : R’ : 

ce qui signifie que les aires des cereles sont comme les 
carrés des rayons , de même que les aires des secteurs sem- 
blables. 


PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Le carré construit sur l’hypothénuse BC d’un triangle 
rectangle ABC, est égal à la somme des carrés faits sur les 
deux autres côtés. 

Construisez des carrés sur les trois côtés, et du sommet Fig. ii7. 
A de l’angle droit, menez AD perpendieulaire sur l’hypo- 
tbénuse; les triangles BAD, DAC, BAC seront semblables 
(I. 3, p. 20); donc ils sont entre eux comme les carrés des 
côtés homologues, et l’on a 

B AD : BA : : DAC : ÂC : : BAC : BC , 
puis BAD+DAC : ^+ÂC : : B AC : BC.’. 

Or, BAD+DAC est égal au second antécédent BAC; 
donc au,ssi BA-f-AC = BC. 

On peut décomposer les trois carrés en parties telles que celles 
qui r.'suUent des carrés formés sur les côtés AB, AC sont superpo- Fig. 118. 
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sables avec celles qui résultent du carré de riiypolhéiiuse. Soient 
ACGF, ABDE les deux premiers carrés. Prolongez GF, UE jusqu'à 
leur rencontre en I ; aux points U , C , élevez sur l'Iiypotbénuse les 
perpendiculaires BL.CH jusqu'à la rencontre de DI.GI, en L, Il ; 
tirez LH ; je dis que BCIIL sera un carré. En effet, dans les deux 
triangles DBL, B.VC, le côté DB = BA, à cause du carré AD; les 
angles BDL, BAC sont égaux comme droits; les angles aigus DBL, 
ABC sont égaux comme ayant les côtés perpendiculaires chacun 
à chacun ( 1. 1 , p. 17 ) ; donc ces triangles sont égaux et le côté 
BL^BC. En comparant le triangle GCIl à ABC, on prouvera de 
même que Cll=zBC. Les côtés BL, tlC étant ainsi égaux cl paral- 
lèles , LU et BC le seront aussi (I. 1 , p. 23), et la flguro LBCII aura 
ses quatre côtés égaux, les angles en B et C droits; donc l'angle 
LUC sera égal à LBC fl. 1, p. 17) , et cotte ligure sera le carré 
construit sur l'hypothénuse BC. 

Cela posé, ce carré est décomposé en trois parties : 1° Le qua- 
drilatère ACHK qui lui est commun avec le carré ACGF; 3° le 
triangle ABC égal au triangle HCG qui fait encore partie de ce 
dernier carré. Ainsi la partie ACHK-t-ABC ou BCHK du carré de 
l'hypothénuse est équivalente à la partie ACGHK du carré do AC; 
3° le triangle LKB : or, je dis que ce triangle vaut le triangle FKH, 
partie restante du carré de .AC, plus le carré de AB. En effet , si 
l'on prolonge DE et BC jusqu'à leur rencontre en M, le triangle 
BNA peut être remplacé par son égal BMD, puisque AB= DB, 
que les angles en A cl D sont droits, et les angles NBA , DBM 
égaux comme angles aigus ayant les côtés perpendiculaires, et le 
carré ABDE sera Irausiorraé dans le quadrilatère équivalent 
BME.N, Ensuite le triangle FKH est égal au triangle ENL! Car 
LB = LH, BN = BM = LK; par suite LB — BN = LH — LK , ou 
LN=KH; d'ailleurs, à cause des côtés perpendiculaires, les an- 
gles adjacents à ces côtés sont égaux chacun à chacun; donc le 
triangle HFK-t- le carré BADE équivalent ensemble au triangle 
LMB ou à son égal LKB. 

Remarque. On a prouvé (I. 3, p. 20) que chaque côlé 
lie l’angle droit est moyen proportionnel entre l’hypotbé- 
nuse et le segment adjacent, ce qui donne les proportions 

BG:BA::BA;BD 
BC:AC ::AC :DC, 
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d’où BA = BCxBD , AC=BCxDC. 

Or, si l’on prolonge la perpendiculaire AD jusqu’en E, on 
voit que BCxBD ou DExBD est l’aire du rectangle BE, 
et que BC XDC ou DExDC est l’aire du rectangle CE; 
donc 

BÂ4-ÂC = BE-t-CE ou = BC , 
ce qui démontre encore le même théorème. 

^,—-1 ——a ^—9 

Corollaire 1. De ce que AB-t-AC = BC, on conclut, 

en retranchant AB de part et d’autre, que AC = BC — AB, 
c’est-à-dire que le carré d’un des côtés de l’angle droit 
est égal au carré de l’hypothénuse, moins le carré de l’autre 
côté. 

Corollaire 2. Les trois triangles semblables ABC , ADC, 

ABD ont déjà fourni les proportions 

ABC : BC’: ; ADC ; Âc’: : ABD. : .\B* 

ou ABC : ADC : ADB : : BC’ : AC : Ab’. 

Mais ces trois triangles peuvent aussi être considérés 
comme ayant même hauteur AD, et sont, par conséquent, 
entre eux comme leur bases (p. 3, c.); ainsi 

ABC : ADC : ABD : : BC : DC : BD. 

Donc, à cause des termes communs, on a 

BC’; ÂC : Âb’;:BC: DC. BD; 

Ce qui prouve 1® que le carré de l’ hypothénuse est au 
carré de chacun des côtés de l’angle droit, AC ou AB, 
comme l’ hypothénuse est au segment adjacent DC ou BD; 

2° que les carrés des côtés de l’angle droit sont entre eux 
comme les segments adjacents. 

Corollaire 3. La diagonale AC d’un carré ABCD est au Fig. 119. 
côté AB de ce carré, comme l/2l 1. Car le triangle rec- 


Digitized by Google 


i56 


GÉOMÉTRIE. 


langle ABC donne AC = AB + BC = 2 AB , d’où ia pro- 
portion AC : AB : : 2 : 1 , puisque ie produit des extrêmes 
est égal à celui des moyens. Extrayant la racine carrée, on 
a AC : AB :: 1. La diagonale est donc incommensu- 

rable avec le côté du carré, ce qu’on peut encore prouver 
de la manière suivante. 

Pour trouver la commune mesure de la diaj;onale et du côté , on 
porte le côté AB sur la diagonale (1. 3, p. 2) ; comme AC > AB, et 
que AC<AB-I-BC ou <2AB, il est clair que AB sera contenu 
dans AC une fois avec un reste FC. Comparons ce reste FC avec 
AB. Pour cela, do point A comme centre avec le rayon AB, dé- 
crivez on cercle et prolongez CA josqn'à la circonférence en E. 
L'angle ABC étant droit, la droite CB est tangente au poiut B (1.2, 
p. 6) , et comme CE est une sécante , on aura (I. 3 , p. 24) 

EC : BC :: BC : FC. 

Par suite, au lieu de comparer FC à BC ou AB, on peut comparer 
AB à EC; AB sera contenu dans EC deux fois avec un reste FC , 
qu'il faut de nouveau comparer à AB; donc l'opération ne se ter- 
minera pas , et tes lignes AC , AB n'ont pas de commune mesure. 

Fig. 83. Corollaire 4. Le rayon d'un cercle est au côté du carré inscrit : : 

V^2 ; 1. Soit ACDB le carré inscrit ; le triangle rectangle isoscèle 
AOC donnera aussi AC = 2.40 , d'où AC : AO : : 2 : 1 et AC ; AO : : 
1/2 ; I. 

f ig, tl5. Corollaire 5. Lecôlé du triangle équilatéral inscrit est au rayon du 
cercle ; :t/^: 1. Soit abc... un hexagone régulier inscrit; ac sera 
le côté du triangle équilatéral inscrit , et si l'on tire les rayons Oa, 
Ob. Oc. la Qgure abcO est un lozange , puisque où = aO (I. 3 , p. 27); 
les diagonales Ob, ac se coupent par conséquent à angle droit (I. i, 
p. 23. r.). Ainsi , dans le triangle rectangle abk, on a 

ah = ak-i- bk, 

multipliant par 4... 4ab = iak -I- Abk. 

Mais 4olt est le carré de 2aii oh de ac ; Abk est le carré de 2bk ou 
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de bO ; donc 

1 — I .» 

■iab = ae-t-60, 

retranchant de part et d’autre bO on ab, il vient 

» 

3ab — ac. 

d'où ac : ab - 3 : 1 et ac ; ab : : t^3 : 1 ; mais ab est égal au rayon , 
donc , etc. 

Corollaire 6. Si dans un triangle Ut carré d’un côté est 
égal à la somme des carrés des deux autres, l’angle opposé 
auptemier côté estdroit. Soit un triangle ABC, rectangle en 
A; sur le côté AC, construisons deux triangles ACE, ACD ^ Fig. 120 . 
ayant le côté AE = AB = AD ; et de plus , l’angle CAE aigu , 
et CAD obtus. Puisque ces trois triangles ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, et que les angles compris sont 
tels, que CAE CAB CAD, il s’ensuit (I. 1, p. 7) que 
le côté CE < CB < CD. 

Or, CB = CA + AB ; donc CE CA H- AB , ou bien 

*<C^ CA -t- AE, tandis que CD ^ C A + .AD. Par conséquent, 
le carré du côté opposé à un angle aigu est plus petit que 
la somme des carrés des deux autres , et le carré du côté 
opposé à un angle obtus est plus grand. Ce n’est donc que 
dans le cas où l’angle est droit que le carré du côté opposé 
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés. 

Déf/nit/oh VII. La projection d’une’ligne droite AB Fig. i-2i. 
ou d’une courbe ACB sur une droite indéfinie EF est la 
distance EF comprise sur celle-ci entre les pieds des per- 
pendiculaires AE, BF abaissées des extrémités A, B de 
celle-là. 

Nota. Dans les deux propositions qui suivent, on se fonde, sur ce 
que fa-t-b)’ = a’-l-2ab-»-b’ et (o-b)’ — a’— 2ob-l-b’. 
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PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Le carré du côté opposé à un angle aigu d'un triangle est égal à la 
somme des carrés des deux autres côtés moins deux fois le produit 
de l'un de ces côtés par la projection de l'autre sur celui-là. 
l’ig. 12‘2. Soit C un angle aigu du triangle ABC; du point A abaissons sur 
BC la perpendiculaire AD , et supposons qu’elle tombe dans le 
triangle. A cause du triangle rectangle ABD, on a (p. 8) 

ÂB = ÂD + BD*. . , . . 

Mais BD = BC-DC, 

a a 

j>où BD = BC-hDC — 2BCXDC. 

Remplaçant BD par celle valeur, on obtient 

•' ÂB = AdVdc’-1-BC — 2BCXDC. 

* —a —a 

Mais AD-i-DC = AC, à cause du triangle rectangle ADC; donc 
ÂB =Tc-t- BC — 2BC X DC. 

S'il s'agit du triangle AB'C , la perpendiculaire AD tombe au 
dehors. Mais on a encore 

Âb’=:Âd + B^’, 

d’ailleurs de B'D = DC— B'C, on tire 

• b 1)=DC-1-B'C — 2DCxB'C, 

. ♦ 

et par suite AB' = AC- 1 -B‘C — 2DCxB'C, 

ce qui était à prouver. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

b’ig. 122. Dans un triangle AB'C gui renferme un angle obtus, le carré du 
côté opposé AC est égal à la somme des carrés des cotés gui compren- 
nent cet angle, plus deux fois le produit do l’un de ces deux cotés par 
la projection de l autre sur celui-là. 
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l)u point A menez AD pcrpcnJiculairc sur BC;’ celle droite 
tombera hors du triangle sur le prolongement de CB' vers B', et 
l'on aura 

ÂC=XD-t-lDB-t-BC)' 

= ÂdV DB'V bX V 2DB' X B'C 
= XbV XcV 2DB' X B'C. 

PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

Transformer un rectangle donné en un autre rectangle 
équivalent , dont la base est donnée. 

Soient 3, h les deux côtés du rectangle donné, B la base 
du rectangle cherché. On cherchera une quatrième pro- 
portionnelle aux trois lignes B, 6, /i (I. 3, p. 9); cette qua- 
trième proportionnelle est la hauteur du rectangle cher- 
ché. Car on aura 

B : b :: h: X , 

d’où ô X A = B X a:. 

Or (p. 1, c. 1), ô X A est l’aire du rectangle donné; 

B X a; est celle du rectangle construit sur B et x; donc ce- 
lui-ci est équivalent au premier. 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. 

Transformer un polygone donné en un triangle équiva- 
lent. . 

Soit ABCDE le polygone. Tirez une diagonale DB qui pig. 123 . 
sépare du polygone un triangle DBC; du point C menez 
CF parallèle à cette diagonale DB, jusqu’à la rencontre de 
AB prolongé en F , et joignez DF; le triangle DBF sera équi- 
valent à DBC. Car ces deux triangles ont même hase DB; 
de plus, leurs sommets C, F, étant sur une droite CF pa- 
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ralièle à la base DB, ces deux triangles auront aussi môme 
hauteur. Donc (p. 3) ils sont équivalents, et sans changer 
l’aire du polygone donné, on peut remplacer le triangle 
DBG par DBF, ce qui transforme ÀBGOE en un polygone 
AFDE qui a un côté de moins. Si sur l’angle E on fait la 
même construction que sur C , on obtiendra le triangle 
GDF équivalent au polygone donné. 

Il y a, en général, à faire autant de constructions que 
ce polygone a de sommets, moins trois. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLÈME. 

Transformer un polygone donné en un carré équivalent, 
c’est-à-dire carrer un polygone. 

1° Si le polygone donné est un parallélogramme, on 
cherchera une moyenne proportionnelle entre la base et 
la hauteur; cette moyenne proportionnelle sera le côté du 
carré demandé. Car soient b, h la base et la hauteur, x la 
moyenne proportionnelle, on aura 

b: X ::x : h, d’où x^ = bxh. 

Donc x^, aire du carré fait sur x, est égal k b X h, aire du 
parallélogramme. 

2® Si le polygone donné est un triangle, le côté du carré 
sera une moyenne proportionnelle entre la base et la moi- 
tié de la hauteur. 

3® Si le polygone n’.est ni un triangle, ni un parallélo- 
gramme, on le transforme en un triangle équivalent (p. 12), 
ce qui ramène au second cas. 

Remarque. Carrer une figure ou en opérer la quadrature , sont 
deux cxpi'essions synonymes. La quadrature du cercle aurait donc 
pour objet de trouver un carré équivalent à l'aire du cercle. A cet 
elTet il fandrait chercher une moyenne proporlionnelle entre la 
rircenférence et la moitié du rayon. Il faudrait donc savoir con- 
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siruirc une ligne droite égale à la circonférence, en supposant le 
rayon connu. Ce problème n'est pas encore résolu. ■ 

PROPOSITION XIV. 

,, PROBLÈME. 

Construire un rectangle connaissant l’aire , cùnsi que la 
différence ou la somme des côtés adjacents. 

1° On transformera l’aire donnée en un carré équiva- Fig. I2f. 
lent M. Soit d’ailleurs CD la différence donnée; sur cette 
droite comme diamètre on décrira une circonférence; au 
point C on lui mènera une tangente CE égale au côté AB 
du carré; joignant le point E au centre O, on aura deux 
segments EG , EF qui seront les côtés du rectangle cherché. 

Car, en premier lieu , la différence de ces côtés est FG ou 
CP , qui est la différence donnée ; en second lieu , à cause 
de la tangente EC et de la sécante EG, on'a (I. 3, p. 24) 

GE ; EC : : EC : EF, ou GEx FE = EC; donc l’aire du rec- 
tangle fait sur GE et FE , est égale à l’aire du carré fait sur 
EG , c’est-à-dire à l’aire donnée. 

2° Soit DC la somme donnée. Ayant encore transformé Fig. 125. 
l’aire donnée en un carré équivalent M, sur cette ligne DC, 
comme diamètre, décrivez une demi-circonférence; au 
point C élevez sur CD une perpendiculaire CE égale au 
côté AB du carré : du point E menez à CD une parallèle 
EF qui coupera la circonférence en un point F; enfin, de 
ce point F menez FG perpendiculaire à CD, et CG, GD se- 
ront les côtés du rectangle cherché. Car la somme de ces 
côtés est égale à la ligne donnée CD; de plus, la perpen- 
diculaire FG étant moyenne proportionnelle entre les seg- 
ments CG, GD (I. 3, p. 20), on a GD : FG : : FG ; GC, 

d’où GDxGC = FG = EC. Donc l’aire du rectangle, fait 
sur GD et GC , est égale à l’aire du carré donné, fait sur EC. 

Remarque, Si le carré avait son côté égal à la moitié de Fig. 125. 
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CD, en élevant CH perpendiculaire à CD et égale à ce 
côté, puis, menant du point H la droite HI, parallèle à CD, 
on obtiendrait un point I tel que la perpendiculaire abais- 
sée de ce point sur CD, passerait au centre O, et on retrou- 
verait CO et OD pour les côtés du rectangle. Mais, si le 
côté du carré était plus grand que CO ou CH, la parallèle 
men^ à CD, ne rencontrerait pas la circonférence, et le 
problème serait impossible. 

Et en effet , si l'on fait mouvoir le point G do C vers D, les côtés 
du rectangle passeront par tous les états de grandeur qu’ils peu- 
vent avoir entre zéro et CD, et le côté du carré équivalent au 
rectangle ne surpassera jamais 01, qui est donc la plus grande va- 
leur qu’il puisse avoir tant que la question est possible. 

PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Construire une figure qui soit semblable n une figure 
donnée P , et qui ait une aire donnée Q. 

Soit a une dimension de la ligure P , x son homologue 
dans la figure inconnue que je représente par X. Les fi- 
gures P et X , étant semblables, sont entre elles comme les 
carrés des dimensions homologues (p. 7); ainsi 
P : X : ; a’’ : x'‘. 

Mais l’aire de X est égale à celle de Q, ce qui change celle 
proporlion en 

P : Q : : fl’ ; 

Cela posé, on carrera les figures P et Q; soienl m, n 
les côlés des carrés obtenus, de façon que P=m% Q=n’; 
remplaçant P et Q par m’ et n', on aura 

m’ : n’ ; : a’ : r’, 
d’où m : n : : a : X. 

Ainsi on cherchera (I. 3j p. 9) une quatrième propor- 
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tionnelle aux lignes m, n, a, ei sur celle qualrième pro- 
porlionnelle x, cotnme côlé homologue de a, on cons- 
Iruira une figure semblable à P (I. 3, p. 19); celle figure 
aura son aire égale à Q. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 


Réduire une figure Pawa; -, c’esl-à-dire conslruire une 

figure semblable à la figure P, el qui soit à celle-ci comme 
2:3. 

Sur une ligne indéfinie CE ; portez 2 parties égales de Fig. 126 . 
grandeur arbitraire de C en F; à partir de F, prenez en- 
core 3 de ces memes parties.de F en D, et sur CD, comme 
diamètre, décrivez un demi-cercle; au point F, élevez à 
CD une perpendiculaire FG jusqu’à la circonférence en 
G; tirez les cordes GG, GD et prolongez-les indéfiniment. 

Comme ici la figure cherchée est représentée par 2 et la 
figure donnée par 3, on portera sur GD, côté qui a pour 
projection FD égal à 3 parties, on portera , dis-je, sur GD 
une distance GH égale à une dimension à AB de la figure 
P; du point H on mènera HI, parallèle à DC, jusqu’à GC 
en I. Je dis que si sur GI , pris comme homologue de AB , 
on construit une figure semblable à P, elle serâ égale à 

? de P. 

3 

En effet, à cause des parallèles (I. 3, p. 7), ona- 
GI : GH :: GC : GD, 


d’où 


GI . GH : : GC : GD. 


Mais dans le triangle CGD rectangle (I. 2, p. 22, c. 2) 
en G, les carrés des côtés de l’angle droit sont entre eux 
comme leurs projections sur l’hypqthénuse (p. 8, c. 2); 
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donc 

GC : GÏ) : : CF : FD : : 2 : 3. 

Rapprochant cette proportion de la précédente, on ob- 
tient 

GÎ’: GH : : 2 : 3. 

Enfin, appelant X la figure construite sur GI, on aura 

(P.7) _ 

X : P : : Gl’: Ab’ou GH, 
et à cause du rapport commun , 

X : P : : 2 : 3. 

Donc X = - P. 

Remarque. On peut demander que la figure cherchée 
soit à P comme une ligne est à une autre. Dans ce cas, on 
prend CF égal à la première de ces lignes, FD égal à la se- 
conde, et le reste de la construction est le même. 

PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. 

Etant données deux figures semblables ABC, abc, en 
construire une troisième qui leur soit aussi semblable, et 
qui, de plus, soit égale à leur somme ou à leur différence. 

1® Si la figure cherchée doit être égale à la somme des 
deux figures données, on fera un angle droit sur les côtés 
duquel on prendra, à partir du sommet, les distances DF, 
DE respectivement égales à deux dimensions homologues 
AB, ab des deux figures données; on joindra EF, et sur 
cette ligne, comme dimension homologue à AB, on fera 
une figure EHF semblable à ABC; je dis qu’elle sera égale 
à ABC + aie. Car les figures ABC, abc, étant semblables, 
on a 

ABC : abc : : AB : ab. 
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J’où ABC + «6c : ABC : : AB + o6 : AB. 

a - -> 

Mais on a aussi EHF : ABC : : FE ; AB. 

Or, à cause du triangle rectangle EDF, on a FE:=FD. 

+ ED=z AB ainsi, dans ces deux proportions, les 
trois derniers termes sont communs, et par suite EHF = 
ABC-f^a6c. 

2° Supposons qu’il s’agisse de construire une figure égale 
à’Ia différence des figures ABC, abc. Sur un des côtés d’un 
angle droit, on prend DE égal à une dimension ab de la 
plus petite des deux figures; du point E comme centre, et 
d’un rayon égal à AB , homologue de ab, on décrit un arc 
de cercle qui coupe l’autre côté de l’angle droit en un point 
G; sur GD, comme homologue de AB , on fait une figure 
semblable à ABC, et cette figure GID sera égale à ABC — 

■ 1 3 

abc. Car de la proportion ABC : abc ; : AB : ab, on déduit 

ABC — abc ; ABC : : AB — «6 : AB. 

Mais à cause du triangle rectangle GED , on a - ' 

ÂB — Ô6^= ^ — iÆ = GD. 

Comparant donc cette proportion avec la suivante 

GID : ABC : : GD : Âb‘, 
on aura GID = ABC — abc. 

Remarque. S’il s’agit de faire une figure semblable à 
ABC et ayant avec la somme ABC -1- «6c un rapport donné, 
on cherche d’abord la figure EHF égale à cette somme, 
ensuite, au moyen du problème précédent, on construit 
une figure qui soit semblable à EHF, et soit avec EDF 
dans le rapport donné. 

10 
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‘PROPOSITION XVIII. 

THÉOBÈHE. 

Fig. 128. Le lieu de» poinls de chacun desguels on peut mener de» tangentes 
égales à deux cercles non concentriques est une droite perpendicu- 
laire à la ligne des centres. 

Soient A , B les centres des déni cercles ; soient deux tangentes 
CD, CE, et les rayons de contact AD, BE. Les triangles rectan- 
gles ADC, BCE donneront CD = ÂC — AD* , CE = Bc’— Ëi; 
par conséquent, pour que les tangentes CD, CE soient égales, il 
faut et il suffit que l'on ait 

ÂC-ÂD = BC — BË’ ,, 

ou (1) AC — Bc’=Aü’— B e’. 

Mais si du point C on mène CF perpendiculaire à la ligne des 
centres AB, on a aussi 

ÂC=ÂF-4-Cf" 

ic'=BF-t-CF, 

d'où AC — BC = AF — BF. 

Comparant cette égalité avec (1), on en déduit 

(2) Af’— BF = AD-BE. 

Mais si l'on suppose que BE ne surpasse pas AD, je dis que AC 
sera ^ CB. Car placez le c6té CE sur DC , de façon que BE prenne 
la direction de DA : BC et AC seront alors deux obliques par rap- 
port à DC, et AC sera ~ BC. Donc le point C n'est pas plus près 

de B que de A , et le point F tombe ou entre A et B, ou au delé de 
B par rapport à A , vers F'. Dans le premier cas on a 

BF = AB-AF, 
dans le second BF' = AF' — AB. 

Si donc on pose AB = a, AF ou \F'=x , on a 
BF = a X . BF' = x— O, 
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el Bf , do même que BF', sera représenlé par 

O’— 

Soit encore AD = K, BE = r; la relation (2) devient 
R’— r’ = X’— a’-+-2ox— X’, 

R>— r’4-a’ 

d'eù X = ; . 

2a 

La distance x ou AF ne change donc pas avec le point C : donc 
le lieu de ce point est une perpendiculaire à AB. 

DÉriNiTioy riii. Ccttc droite a reçu le nom d'axe radical. 

^PROPOSITION XIX. 

PROBLÈME. 

* 

Construire l'axe radical de deux cercles. 

1° Les deux cercles sont tangents. Dans ce cas l’axe radical est 
la tangente commune DE; car si d'un poiut quelconque E, pris 
sur cette tangente , on mène les tangentes EF , EG , on a fl. 2 , 
p. 23, r. 1 ) EF = ED , ED = EG ; donc FE = EG ; donc les tan- 
gentes menées d'un point quelconque de DG sont égales. Il en eSt 
de même si les cercles se louchent intérieurement. 

2° Les deux cercles se coupent ; tirez la corde commune cl pro- 
longez-la indéBnimcnl , ce sera l’axe radical. En effet , soient me- 
nées les tangentes EF , EG, à partir d’un même point de DC , on 
anra (I. 3, p. 24) 

fË’z^EDXEC , etiG = EDxEC, 
d’où FE = EG ; 

donc CD est l'axe radical. 

3° EuQn , les deux cercles A, B n’ont aucun point commun. On 
les coupera tous les deux par un troisième cercle quelconque L. 
Soient G, U les points où ce cercle coupe le cercle A ; I , K ceux 
où il rencontre le cercle B; lirez les sécantes GII, Kl qui se cou- 
peront en un point O , si le centre L n’est pas situé sur AB. Do 
point O menez une perpendiculaire OC à la droite AB, et celle 
perpendiculaire sera l'axe radical. Car d’abord les doux droites 
GH, IK se couperont sur leurs prolongements, puisque les cercles 
A, B n’ont aucun point commun. Ensuite, si du point d'intersec- 
tion O on mène les tangentes ON, OM , on a (I. 3 , p. 24) 

I O. 


Fig. 129. 


Fig. 130. 


Fig. 128. 
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J'un côié ON==OGXOII, 

de l’autre ' ' OM = 01 x OK. 

MaisOG,OK étant des sécantes du cercle L, on a aussi (1.3, p.23) 
OGxOH=rOlxOK. 

Donc ON = OM , 

et le point O appartient à Taxe radical; donc OF est cet axe. 

* PROPOSITION XX. 

■ THÉORÈME. 

Si les centres de trois cercles ne sont pas en ligne droite , les axes 
radicaux de ces cercles , pris deux d deux . se coupent en un même 
point. 

128. Il y a deux cas à considérer ; 1° L’intersection de deux des axes 
radicaux n’est dans l’intérieur d’aucnn des trois cercles. Soient A, 
B , S les centres des trois cercles ; CQ , PQ deux axes radicaux qui 
se coupent au point Q. Si du point Q on mène des tangentes aux 
trois cercles, celles qui toucheront les cercles A , B seront égales, 
puisque le point Q est sur la droite CQ , axe radical de ces deux 
cercles. Par une raison semblable, les tangentes menées do ce 
même point Q aux cercles B , S sont égales. Donc les tangentes 
menées du point Q anx cercles A , S sont égales , et le point Q ap- 
partient à l'axe radical de ces deux cercles (p. 18). Par consé- 
quent ce troisième axe passe egalement au point Q. 

131. 2° L’intersection F de deux des axes DE, GI est dans l’un des 

cercles A ; par suite, ces deux axes DE, G1 coupent ce cercle. 
Soit DE l’axe radical des cercles A et B ; cet axe passera nécesr 
sairement aux points D , E. Soit F le point où cet axe est coupé 
par celui des cercles B , C. Ce point F, se trouvant sur la corde 
’ commune anx cercles A , B , est donc aussi dans le cercle B; par 
conséquent , le second axe G( coupera le cercle B en deux 
points G, I , et le troisième cercle passant nécessairement par G 
et I , le point F est aussi dans l’intérieur du cercle G. 

Mais la corde ED divise le cercle B en deux arcs , dont l'un 
' DGE est dans le cercle A, l’autre au dehors ; et si du point F on 
mène une droite quelconque GI, elle coupera chacun de ces arcs 
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en un point I. Donc si le point G est dans le cercle A , le point I 
est an dehors, et le cercle C , qui passe par ces deux points G, I , 
coupera le cercle A également en deux points L , 11. Or je dis que 
la corde LU passera en F. Car si FH n’était pas le prolongement 
de FL, soit FH' ce prolongement; supposons qu’il coupe le cercle 
A en H', le cercle C en II". A cause des cordes LU', ED , qui se 
coupent dans le cercle A , on aura (I. 3 , p. 22) 

FEXFD = FLXFII'. 

De même , dans le cercle C , on a 

FGXFI = FLXFH". 

Enfin , le cercle B donnant 

FE X FD = FG X Fl , 

on conclut FLXFH' = FLXEH", 

d’où FH'=FH", 

» ’ • 

ce qui est absurde; donc FU est le prolongement de FL, et l'axe 

radical des cercles A , C coupe lesjleux autres au même point F. 

*DéFiKÊTio.\ IX. L’interseclion des trois axes radicaux a reçu le 

nom de centre radieàt. 

* PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

Lorsqu'un cercle en touche deux autres de la même manière, pourvu Fig . 132. 
que les points de contact ne soient pas sur la ligne des centres des 
cercles touchés , l'axe radical de ces deux-ci et la polaire de leur 
centre de sirnilitude directe, polaire relative à l'un de ces deux 
mêmes cercles , sont des lignes homologues , par rapport au point 
commun à ce dernier cercle et au cercle langent. Si le contact a lieu 
de différentes manières , l'axe de similitude inverse remplace l'axe 
de similitude directe. 

Soient C , C' les deux cercles touchés tous les deux extérieure- 
ment par le cercle C" en H et G. Le point G sera le centre de simi- 
litude inverse des cercles C', C" ; le point H sera celui des cercles 
C et C" (I. 3, p. 31, r. 1) ; donc si O est le centre de similitude di- 
recte des cercles C , C', ces trois points H, G , O sont en ligne 
droite (I. 3, p. 38, c. 1 ). Par ces points faites passer une droite 
OU qui coupera les cercles C, C', en deux autres points K , I. Par 
H , I menez au cercle C les tangentes IF, UF, qui sc couperont en 
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un point F, cl comme la sécante IH est menée du point O , ce 
point F appartiendra à la polaire du point O par rapport au cercle 
C (I. 3, p. 44, c. 1); celte polaire sera donc la perpendiculaire FL 
menée du 'point F snr le diamètre CO qui passe au pôle O (ib.^. 

Cola posé, la tangente FH, commune aui doux cercles C, C", 
est leur axe radical (p. 49). De même, si en G on mène la tangente 
GB commune aux cercles C', C", elle sera leur axe radical ; par 
conséquent, le point B où ces deux axes se coupent est le centre 
radical des trois cercles ( p. 20) , et si de ce point B on mène AB 
perpendiculaire à la ligne des centres CC', celle droite BA sera 
l'axe radical des cercles C , C'. 

I) s'agit donc de prouver que les droites FL, BA sont homo- 
logues par rapport au point H, centre de similitude des cercles 
C, C"; et comme ces droites sont parallèles, il suffit de prouver 
‘ . que les points F, B, où elles sont rencontrées par un même rajon 
vecteur FHB, sont homologues. Or, les points 1, G , pris sur deux 
figures semblables, c’est-à-dire sur les cercles C, C", et sur un 
même rayon vecteur, sont homologues; mais les centres C, C" le 
sont aussi ( I. 3 , p. 31 ] ; donc les rayons Ci , C"G sont parallèles 
(I. 3, p. 12), et les tangentes IF, GB, respectivement perpendicu- 
laires à ces rayons, sont aussi parallèles. Donc les droites IF, BG , 
parallèles et menées par des points homologues, sont homologues, 
et les points F, B, où elles rencontrent le rayon vecteur FB, sont 
homologues. Par conséquent, les parallèles FL, AB le sont. On 
raisonne de même dans les autres cas. 

Remarque. Si les deux cercles C , C' étaient égaux, leur centre 
de similitude directe O n’existerait plus ; la droite IIG serait pa- 
rallèle à la ligne des centres CC', et la droite FL passerait au centre 
• ^ C , sans cesser d’étre homologue de l’axe radical AB. 

‘PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Fig. 133. Toutes les fois qu’un cercle C'" en touche trois autres C, C', C'' de 
ïa même manière . le pôle de l'axe de similitude directe de ces trois 
cercles , pôle pris par rapport à l'un de ces cercles, est en ligne droite 
avec leur centre radical et avec le point où ce cercle est touché par 
C'". Si le cercle C'" ne touche pas les trois autres de la même ma- 
nière, l'axe de similitude directe est remplacé par un axe de simili- 
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iud« invers» passant par le centre de similitude directe des deux 
cercles qui sont touchés de la même manière par C'“. 

Soit O le centre radical des cercles C, C', C". Soit SS"S‘ l'axe 
de similitude directe de ces cercles ( I. 3, p. 38 1 ; pour en déler- 
miner le pôle par rapport au cercle C , on n'a qu'à mener de deux 
points S', S" de cette ligne des tangentes à C; le point D, inter- 
section des cordes de contact DK , DF, sera le pôle (I. 3 , p. 44 ). 

Mais la corde DE est aussi la polaire du point S" par rapport au 
cercle C (I. 3, p. 44, c. 3); si de plus on mène OA'', axe radical de 
0 , C', d'après la proposition précédente ces deux droites DK, OA" 
seront homologues par rapport au point I, où se touchent C et 
C'". De même la corde DF et l'axe radical OA' des cercles C , C'i 
sont homologues par rapport au point I. Donc D, intersection des 
deux cordes, et O, intersection des axes radicaux , sont homo- 
logues par rapport au point I , cl les trois points D , I , O sont en 
ligne droite. 

On prouvera de même pour les autres cas. 

‘PROPOSITION XXIII. 

PROBLÈME. 

Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés C , C', C". pjg. 133 . 

Cherchez l'axe de similitude directe SS' des trois cercles et dé- 
torminez-en les pôles D , D', D" par rapport à chacun de ces trois 
cercles; soit d'ailleurs O leur centre radical; joignez-le anx trois 
pôles par les droites OD, OD', OD". Ces droites couperont les cer- 
cles correspondants en des points 1 , 1', I", qui , d'après le théo- 
rème précédent , seront les points où ces cercles donnés seront 
touchés par le cercle cherché. Ainsi les droites IC, l'C', I"C'| pro- 
longées se couperont en un point C'", qui sera le centre de ce 
cercle cherché. 

Il existe un cercle qui enveloppe les trois cercles donnés en les 
louchant. Pour le trouver, prolongez II) jusqu'à sa seconde inter- 
section avec le cercle C ; faites de même de l'D', I"D" par rapport ' I 

aux cercles C', C" ; les trois points ainsi déterminés seront ceux | 

où le cercle enveloppant touchera C , C', C". 1 

Outre les deux cercles tangents qu'on vient de déterminer et 
qui touchent chacun les trois cercles donnés de la même manière, 
il y a encore six cercles tangents. Il y en a un qui louche le cer- j 
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cIc C exlérieiirement en enveloppant C', C'^; an autre touche 0', 
C" extérieurement, tandis qu'il enveioppe C. Pour trouver cea 
deux cercles, on remplace les deux centres de similitude S , S" 
par les centres de similitude inverse que fournit le cercle C, 
conxparé avec chacun des cercles C', C", et l'on opère comme 
ci-dessus. 

Si dans ces dernières constructions un remplace le cercle C par 
C' et réciproquement, on aura encore deux cercles tangents. Enfln 
on trouvera les deux derniers en remplaçant C par C". 

Remarque. Si les trois cercies donnés sont égaux , l'axe de simi- 
litude directe n'existe plus; mais le centre radical est dans ce cas 
le centre commun des deux cercles qui touchent les trois cercles 
donnés de la même manière. 

La construction ci-dessus, toute élégante qu'elle est, offre l'in- 
convénient d'étre complètement en défaut lorsque les centres des 
trois cercles donnés sont en ligne droite : on y suppléera plus bas. 

Cette même construction donne la solution des problèmes où il 
s'agit de déterminer un cercle par trois conditions qui consistent 
en ce que ce cercle doit toucher des cercles , toucher des droites 
ou passer par des points donnés. Il snfQt pour cola de regarder 
une droite comme un cercle d'un rayon infini , et un point 
comme un cercle d'un rayon nul. Nous n'entrerons pas dans la 
longue discussion à laquelle cette manière de voir conduit. Voici 
des solutions directes pour quelques-uns des problèmes dont il 
s'agit. 


‘PROPOSITION XXIV. 

PROBLÈME. 

Fig. 134. Par deux points C', C" faire passer un cercle langent à un cercle 
donné C. 

Par les points C', C" faites passer un cercle quelconque qui ren- 
contre le cercle donné en deux points D, E; tirez la corde DE, 
' ■ que vous prolongerez indéfiniment; tirez ''de môme C'C": il y aura 
deux cas. 

1» Si les droites DE, C'C" se rencontrent, du point d'intersec- 
tion A menez au cercle donné C les tangentes AF, AF' ; soient F , 
F', les points de contact. Par les trois points F, C', C" on fera 
passer un cercle; je dis que ce cercle sera langent au cercle 
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ilüDné C. Car à cause des sécantes AC", AE, on a (I. 3, p. 23) 

ADXAE = AC"XAC': 

d'on autre côté, la tangente AF et la sécante AE donnent (I. 3, 
p.24) 

AD X AE = AF*. 

Comparant ces denx égalités , on en lire 
AC"X AC'=ÂF. 

Ainsi AF est moyenne proportionnelle entre AC" et AC'; par con- 
séqnent la circonférence menée par les trois points F, C", C" 
toucbera la droite AF en F (I. 3 , p. 24 , c. ) ; donc elle sera aussi 
tangente an cercle C en F. Il en est de même du cercle déterminé 
par les trois points F', C', C". 

2° Si la droite DE est parallèle A C'C", les points F, F' seront 
sur one perpendiculaire A C'C", menée du point C. 

* PROPOSITION XXV. 

PROBLÈME. 

Par un point donné C" faire paner un cercle tangent à deux cer- 
cles donnés C , C'. 

Soit S le centre de similitude directe des cercles C, C'; SB un Fig. 135. 
rayon vecteur. Parmi les quatre points d’intersection B , A , B', A', 
on en choisira denx qui ne soient pas homologues ; soient A , A'. 

Par ces deux points et par C", on fera passer une circonférence, 
on joindra SC", qui, prolongé , coupera cetle circonférence en nn 
point E , lequel appartiendra au cercle]cbercbé. En effet, par les 
points E, C" menons nn cercle tangent au cercle C; soit O le 
centre de ce cercle tangent , D le point de contact ; tirons SD , qui 
coupera la circonférence C' en deux points ; soit D' celui do ces 
points qui n’est pas homologue A D ; je dis que ia circonférence O 
passera par D', et y sera tangente au cercle C'. Car soit II le se- 
cond point d’intersection du rayon vecteur SD et du cercle C ! A 
cause de la similitude, 'on a 

SD': SA':: SH: SB. 

Mais on a aussi ( I. 3 , p. 23 > 

SH : SB : : SA : SD ; 

donc , A cause du rapport commun , on a 
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SD': SA':: SA: SD. 

D'un autre côté, les sécantes SA, SE, dans le cercle A A'C", donnent 

SC' : SA' : : SA : SE. 

Celle proportion et la précédente ayant les mêmes moyens , on 
en déduit 

SD' : SC'- : : SE : SD , 

proportion qui prouve que la circonférence déterminée par les 
trois points E , C", D passe en D (I. 3 , p. 23 , c.). Je dis de plus 
qu'elle est tangente en D' au cercle C'. Car si l'on tire OD', C'D' 
et Cil, les deux triangles isoscéles ODD', CDU ont un angle égal 
en D et sont semblables; donc l'angle OD'D = CHD; mais les ' 
points H et D' étant homologues, l'angle C'D'S = CIID; donc 
C'D'S=OD'D. Par suite OD' est le prolongement de D'C', la dis- 
tance des centres OC' est égale à la somme des rayons OD', D'C', 
et les deux cercles se louchent en D'. 

On peut , au moyen du problème précélent (p. 24}, déterminer 
chacun des points D et D', comme la flgure le montre; l'intersec- 
tion de CD , C'D' déterminera le centre O. Le point E servira aussi 
à déterminer un cercle qui , passant en C", enveloppera les cercles 
C et C'. 

Enfin , si l'on remplace S par le centre de similitude inverse des 
cercles C , C', on trouvera encore deux solutions du problème. 

Les deux nonveanx cercles toucheront C et C' de différentes ma- 
nières. 

Fig. 136. Corollaire. Au moyen de ce problème, on pent dans tous les cas 
résondre celui dn cercle langent à trois autres. Soient C, C', C" 
les centres ; CA , C'A', C'A" les rayons des trois cercles donnés. 
Soit C"A" le plus petit des trois rayons. Du point C' avec le rayon 
C'A' — C"A", on décrit un cercle ; du point C et du rayon CA — 
C"A" on on en décrit un second. Par le point C" on mène deux 
cercles qui touchent de la même manière les deux cercles auxi- 
liaires qu’on vient de tracer. Soient O, O' les centres de ces cer- 
cles tangents. Ces points seront aussi les centres de deux cercles „ 
qui touchent de la même manière les trois cercles donnés. 

Pour construire les centres des deux cercles qui louchent C , C' 
de la même manière et C" d’une manière differente, des points 
C, C' on décrit deux nouveaux cercles auxiliaires avec les rayons 
OA+f/'A", C'A'-I-C"A", et par le point C" on fait encore passer 
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(leux cercles qui touchent de la même manière ces deux cercles 
auxiliaires. Leurs centres seront les points cherchés. 

EnQn , remplaçant ici le cercle C par C", puis G' parC", on aura 
d'un côté les deux cercles qui touchent de la même manière seu- 
lement C' et C", de l'autre ceux qui touchent de la même manière 
seulement C et C '. 


* PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. 

Par un point C" faire passer un cercle qui louche un cerc'e C' et 
une droite CA. 

Du centre C' menez C'A perpendiculaire à CD ; celte droite C'A Fig. 137. 
coupe le cercle C' en deux points S et A' ; joignez C"S; par les 
points A , A', C" faites passer un cercle qui coupera en un second 
point II la droite C"S. En6n par lès points C" et II menez un cercle 
tangent au cercle C', et ce cercle sera celui qu'on cherche. Pour 
achever la construction , on tirera la corde commune au cercle C' 
et au cercle AA'C" : celte corde A'F coupe SU en un point G ; de 
ce point G on mène au cercle C' la tangente GD', dont le point de 
contact D' sera aussi celui du cercle C' et du cercle cherché. On 
tirera d'un côté C'D', de l'autre SD', jusqu'à la rencontre de CA en 
D ; en ce point D on élève sur CA une perpendiculaire DO qui 
coupera CD' prolongé en un point O , et si de O comme centre 
avec le ra^ron OD on décrit un cercle, il touchera CA en D et le 
cercle donné eu D'. 

La seconde tangente GD" fournit un second cercle tangent , et 
si l'on permute les points S et A' dans les constructions précé- 
dentes, on trouvera encore deux nouveani cercles tangents. 

Pour démontrer la construction du cercle O, on remarquera d’a- 
hord que les quatre points D, D', C", II sont sur une circonférence 
de cercle. Car les sécantes SA , SC' dans le cercle A'AC" donnent 
SA : SC" : : SH ; SA'. 

Mais si l'on joint D'A', les t iangles rectangles semblables SA'D', 

SAD donnent 

SA : SD' :: SD : SA'. 

De ces deux proportions on conclut que 

SD' ; SC" : : SH : SD; 

ce qui montre que , eu cffcl , les quatre points D , C ', II, I) sont 
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sur une circonférence. Cela posé , je dis que celle même circon- 
férence toncbe le cercle donné C' aii poinl D'. Car la lang;ente GD' 
el la sécanle GA' par rapporl au cercle C' donnenl 

6d’ = GA'XGF; 

les deux sécanles GA', GC", dans le cercle A'AC", donnenl aussi 
GA'xGF = GC"xGH, 

d'où GD'’=GC"XGH. 

et de là on conclut que le cercle qui passe par les trois points 
C", H, D', est tangent en D' à GD': il a donc son centre quelque part 
sur C'D' prolongé. Reste à prouver qu’il est tangent en D à la 
droite CA. Or, si au point I, milieu de DD', on élève à DD' une 
perpendiculaire, le centre du cercle se trouvera en O, intersec- 
tion de cette perpendiculaire avec C'D'. Ainsi , joignant OD , on 
aura un triangle isoscèle OD'D, dans lequel l’angle ODD' sera 
égal à D'SA', parce que ces angles sont respectivement égaux aux 
angles opposés an sommet en D'. Donc OD est parallèle à SA ; par 
conséquent , OD est perpendiculaire à CD, et le cercle décrit du 
poinl O avec le rayon OD sera aussi tangent à CD en D. 

Il y aurait sur celte construction différentes remarques à faire. 
On se bornera à faire observer qu’elle peut se déduire soit de la 
prerp. 25 , soit de la prop. 24. 

Enfin , le nombre des solutions des problèmes snr le contact des 
cercles subit des réductions lorsque les données ont certaines po- 
sitions particulières. Par exemple, si trois cercles sont concentri- 
ques, il n’existe aucun cercle qui les louche tons les trois. 
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LIVRE V. 

LE PLAN. 


PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

Par trois points A , B, C, non en ligne droite, on peut 
faire passer un plan. 

Tirez la droite AB; dans un plan quelconque EF, tirez Fig. 1.38. 
une droite quelconque, et prenez -y une distance A'B' 
égale à AB. Placez le point A' sur A et le point B' sur 
B, ce qui permet de donner au plan EF une infinité de po- 
sitions autour de AB, puisqu’une droite peut tourner sur 
elle-même sans changer de position dans l’espace. On peut 
donc faire tourner ce plan autour de AB jusqu’à ce qu’il 
s’appuie sur le point C, et dès lors les trois points A, 6, C 
sont dans ce plan. 

Du reste, par les trois points A, B, G on ne peut faire 
passer qu’un seul plan. Car (I. 1 ,p. 1) deux plans se con- 
fondent s’ils ont de commun trois points non en ligne 
droite. 

Corollaire 1. Deux droites AB, AC, qui se eoupent, 
sont dans un même plan et déterminent ce plan. Car, .si 
outre le point d’intersection A on prend un point B sur 
l’uAe des droites et un point C sur l’autre, ces trois points 
déterminent un plan qui contiendra les droites AB , AC, 
puisque chacune d’elles y a deux points (I. 1 , d. 7). 
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Fig. 139. Corollaire 2. Deux parallèles déterminent un plan. En 
elTet elles sont dans un même plan (I. 1, d. 16); mais on 
ne saurait faire passer plus d’un plan par ces deux droites. 
Car on peut y prendre trois points A, B, C, non en ligne 
droite, et tout plan qui contient les deux parallèles con- 
tient aussi ces trois points. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

• Si deux plans se coupent , leur intersection est une ligne 

droite. 

Fig. 140. Je dis d’abord que cette intersection ne saurait se ré- 
duire à un point. Car soient CD, AB deux plans qui ont 
le point H commun. Par ce point H tirez dans le plan CD 
deux droites indcBnies KL, GI; si les deux portions de 
droite HK, HG sont d’un même côté du plan AB, les deux 
parties HL, HI seront de l’autre côté, de sorte que lu 
droite Kl , menée d’un point quelconque de HK à un point 
quelconque de HI, sera dans le plan CD, et percera le plan 
AB en un point M. Ce point M et le point II déterminent 
une droite HM qui aura deux points H, M dans chacun 
des deux plans AB, CD, et sera ainsi tout entière dans 
chacun de ces plans. L’intersection des deux plans com- 
prend donc la droite HM; je dis de plus, que les deux 
plans ne sauraient avoir de commun que les points de 
cettedroite indéfinie. Car s’ils avaient de commun un point 
situé hors de cette droite, ce point, avec H» deux points 
H, M, formant un système de trois points non en ligne 
droite, les deux plans qui les contiendraient chacun, se 
confondraient en un seul et même plan (I. 1, p. I). 

Remarque. L’intersection d’un plan et d’une droite ne 
peut Jamais se composer de plus d’un point; car si une 
droite a deux points dans un plan, elle y est tout entière 
(1.1, d. 7). 
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Définition i. Le point d’intcrscclion d’une droite et 
d’un plan s’appelle le pied de la droite sur le plan. 

PROPOSITION 111. 

THÉORÈSIE. 

Une droite AB perpendiculaire à deux autres BC, BD, Fig. 141. 
qui passent à son pied B dans un plan GF est perpendicu- 
laire à toute autre droite BE , menée par ce pied B dans le 
même plan GF. 

Puisque les droites BC, BE, BD sont dans un même 
plan GF, on peut mener une droite CD qui les coupe 
toutes les trois. Soient C, E, D les points d’intersection. 
Prolongez la droite AB vers A', et après avoir pris les deux 
distances AB, A'B égales, mais arbitraires, joignez les 
points A et A' à chacun des trois points D, E, C. La droite 
BD sera perpendiculaire au milieu de AA';doncAD = A'D; 
par une raison semblable AC = A'C. Par conséquent, les 
deux triangles ACD, A'CDont le côté CD commun, le côté 
AD = A'D, le côté AC= A'C, et sont égaux. Cela posé, 
faites tourner le triangle A'CD autour de CD pour le su- 
perposer avec ACD ; le point A' viendra se placer en A, et 
comme le point E ne change pas, la droite EA' coïncidera 
avec EA. Donc ces deux distances sont égales; mais AB est 
aussi égal à A'B. Ainsi la droite BE a deux points B et E 
également distants des extrémités A et A' de AA'; donc 
BEest perpendiculaire sur AA', et réciproquement AA' ou 
AB, est perpendiculaire à BE. 

Définition //. Une droite AB, perpendiculaire à toutes 
celles qui passent à son pied B dans un plan GF, est dite 
perpendiculaire à ce plan. 

Remarque. Par un point B, pris dans un plan GF, on 
peut toujours élever une perpendiculaire à ce plan. En 
effet, dans un plan quelconque abc faites l’angle droit abc; 
dans un second plan, mené paraA, faites l’angle droit nôd. 
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Maintenant, dans le plan GF, faites au point B un angle 
CDD égale à cbd, et superposez l’angle cbd avec CBD; la 
droite ab sera perpendiculaire aux droites BC, BD, et par 
suite au plan GF. 

PROPOSITION IV. 


TBÉORÈME. 


Fig. 141. 


Fig. 142. 


Deux perpendiculaires à un même plan ne peuvent se 
couper ni dans le plan, ni hors du plan, et deux plans per- 
pendiculaires à une même droite ne peuvent se couper ni 
sur la droite , ni hors de la droite. 

1° Supposons que d’un point B pris sur un plan GF, on 
puisse élever à ce plan deux perpendiculaires BÂ, BH. Ces 
deux droites déterminent un plan (p. 1, c. 1) qui coupera 
le plan GF suivant unedroiteBC. OrAB, qui est par hypo- 
thèse perpendiculaire au plan GF, le sera à la droite BC 
qui passe par son pied dans le plan (d. 3); de même BH 
serait perpendiculaire à BC. Donc au même point B d’une 
droite BC, on pourrait, dans un plan qui contient BC, 
éleverà cette droite deux perpendiculaires BÀ, BH, ce qui 
est impossible. 

Supposons maintenant que d’un point A, pris hors du 
plan GF, on puisse mener à ce plan deux perpendiculaires 
AB, AD; soient B, D leurs pieds, et soit tirée la droite BD. 
Si AB, AD sont perpendiculaires au plan GF, elles le se- 
ront à la droite BD (d. 2); donc le triangle ABD aurait deux 
angles droits , ce qui est impossible. 

3° Si deux plans LF, DF, perpendiculaires à une même 
droite AB, pouvaient se couper en une droite CF qui ren- 
contre AB en un point C, soit menée par ce point C et 
dans le plan DF, la droite CD différente de CF, et soit con- 
duit un plan par AB et par CD. Ce plan coupera le plan 
LF suivant une droite CG, de sorte que les trois droites 
AB, CD, CG sont dans un même plan. Or, la droite AB, 
étant par hypothèse perpendiculaire au plan DF, le sera à 
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la droite CD (d. 2); par une raison semblable AB sera per- 
pendiculaire à CG ; donc au point C de la droite AB on 
pourrait, dans le plan ACD, élever à cette droite deux per- 
pendiculaires, ce qui est absurde. 

Enfin, supposons que deux plans EG, Cl, perpendicu- •''S- 
laires à une droite AB, se coupent suivant une droite Cil 
qui ne rencontre pas AB. Soient D, F les points où ces 
plans rencontrent la droite AB; joignez ces points à un 
point quelconque C de la droite CH. Puisque AB est per- 
pendiculaire à chacun des plans Cl, EGT, elle l’est aux 
droites CF, CD qui partent du point C, ce qui est impos- 
sible. 

Corollaire. Toutes les perpendiculaires CD, CE, CF, 
élevées en un même point C sur une droite AB sont dans 
un même plan perpendiculaire à cette droite. Car les deux 
droites CD, CE déterminent un plan perpendiculaire à AB, 
puisque AB est perpendiculaire aux deux droites DC, CE 
qui passent à son pied dans ce plan. De même, le plan des 
deux droites CE, CF est perpendiculaire à AB. Donc ces 
deux plans CED, CEF, perpendiculaires à la même droite 
AB au même point C, se confondent. 

Il suit de là que si l’on fait tourner l’angle droit ACD 
autour de son côté AC supposé immobile, le côté CD, qui 
ne cessera pas d’être perpendieulairc à AC, décrira le plan 
DCF perpendiculaire à AB. 

Remarque. En un point C pris sur une droite AB, il est 
toujours possible d’élever un plan perpendiculaire à cette 
droite. Car il suffit d’y élever dans deux plans respectifs 
ACD, ACE, menés par AC, les perpendiculaires CD, CE 
' dont le plan sera le plan demandé. S’il s’agit de mener à 
^AB un plan perpendiculaire par un point extérieur D, de 
ce point D on mène sur AB une perpendiculaire CD, et au ' 
point C on élève sur AB une seconde perpendiculaire CE 
dans un plan ACE, différent du plan ACD. Le plan DCE 
sera le plan dcmarulé. 
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PROPOSITIOxN V. 

THÉORÈME. 

Fig. 145. Si d’un point A, pris hors d’un plan EF, on mène à ce 
plan une perpendiculaire AB et différentes obliques AC, 
AC', etc., à différents points C, C'... du plan : 

1° La perpendiculaire AB sera plus courte que toute 
oblique ; * 

2” Les obliques qui s'écartent également de la perpendi- 
culaire sont égales; 

3* De deux obliques qui s’écartent inégalement de la 
perpendiculaire , celle qui s’écarte le plus est la plus longue. 

Si l’on joint le pied B de la perpendiculaire aux pieds 
C, C', C"... des obliques, rien n’empêche de faire tourner 
autour de AB les triangles rectangles ABC', ABC", etc., 
jusqu’à ce que leurs côtés BC', BC", etc., viennent se con- 
fondre avec la droite CD; les obliques et la perpendiculaire 
étant dès lors dans le même plan CAD, la question est ra- 
menée à la proposition 12 du premier livre. 

Remarque. Les pieds C, C', C"... des obliques égales 
AC, AC', AC"... étant également distants du pied B de la 
perpendiculaire, se trouvent sur une circonférence de cer- 
cle dont le centre est ce même point B. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Fig. 146. D’un même point A pris hors d’un plan GH , soit menée 
sur ce plan une perpendiculaire AB et une oblique AC ; si 
l’on joint les pieds de ces deux lignes parla droite BC, qu’au, 
pied C de l’oblique on mène dans le plan GH une droite 
EF perpendiculaire à BC,Je dis que EF sera aussi perpen- 
diculaire à la droite AC. 

Prenez EC = CF, joignez BE et BF, qui seront égales 


Digitized by Google 



LIVRE V. 


l65 


comme obliques également éloignées de la perpendiculaire 
BC. Par conséquent, si l’on tire AE, AF, ces deux droites 
seront aussi égales comme obliques également éloignées 
de la perpendiculaire AB (p. ô). Donc la droite AC, qui 
a deux points A , C , également éloignés de E et de F, est 
perpendiculaire à EF. 

Corollaire. La droite EF , perpendiculaire aux deux 
droiles.CB, CA, l’es^ par conséquent au plan CBA (p. 3). 

PROPOSITION VII. 

. THÉORÈME. 

Si une droite AB est perpendiculaire à un plan GF, toute Flir. 147. 
droite CD parallèle à AB, est aussi perpendiculaire à ce 
plan; réciproquement, deux droites perpendiculaires à un 
même plan sont parallèles. 

Soient B, C les pieds des droites AB , CD sur le plan GF; 
tirex BC , et au point G menez dans le plan GF la droite 
CE, perpendiculaire à BC. Si l’on joint le point C à un 
point quelconque A de la droite AB , la droite EC seca 
perpendiculaire au plan ACB (p. 6, c.). Or DC, qui est • 

parallèle à AB, est dans le plan ACB; donc EC est perpen- 
diculaire à CD, et réciproquement CD est perpendiculaire 
à CE. Mais puisque AB est perpendiculaire au plan GF, 
elle l’est à BC ; donc CD, qui est parallèle à AB , est aussi 
perpendiculaire à BC. La droite CD étant ainsi perpendi- 
culaire à deux droites CB, CE menées par son pied dans 
le plan GF, l’est à ce plan (p. 3, d. 1). 

Réciproquement, si les deux droites AB, CD sont per- 
pendiculaires au pian GF, elles sont parallèles. Car si l’on 
tire BC ^ et qu’au point C , dans le plan GF, on mène CE 
perpendiculaire à BC , qu’on joigne le point C à un point 
quelconque A de AB, la droite AC est perpendiculaire à 
CE; GB l’est aussi, ainsi quq.CD, qui est perpendiculaire 
au plan GF. Donc les trois droites BC, AC, CD sont dans 

1 1 . 
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un meme plan , comme étant perpendiculaires à une même 
droite en un même point (p. 4, c. ). Donc ÀB, CD sont 
aussi dans ce plan , et comme elles ne peuvent se rencon- 
trer, puisqu’elles sont perpendiculaires à un même plan 
(p. 4) , elles sont parallèles. 

Fig. 148. Corollaire 1. Deux droites A, parallèles à une même 
troisième C , sont parallèles entre elles. Menez un plan DE 
perpendiculaire à la droite C; puisque la ligne A est paral- 
lèle à C, d’après le théorème précédent, A sera aussi per- 
pendiculaire au plan DE; par, la même raison , B est aussi 
perpendiculaire au plan DE. Donc les deux droites A , B 
sont perpendiculaires au même plan DE, et sont par con- 
séquent parallèles. 

Fig. 147. Corollaire 2. D’un point D, pris hors d’un plan GF, on 
peut, toujours mener une perpendiculaire à ce plan. En 
effet, élevez au plan GF, par un point quelconque B pris 
dans ce plan (p. 3, r.), une perpendiculaire AB ; par AB et 
par le point D menez un plan, et du point D menez dans 
ce plan une droite DC, parallèle à AB; cettu.droitc DC 
sera , en vertu du théorème précédent, perpendiculaire au 
plan GF. 

Définition ni. Une droite est dite parallèle à un plan 
lorsque, prolongée indéfiniment, elle ne peut le rencon- 
trer; réciproquement, le plan est dit parallèle à la droite. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si une droite AB est parallèle à une autre CD, cette 
droite AB est parallèle à tout plan qui contient CD sans 
contenir réciproquement, si une droite est parallèle 
à un plan , elle l’est à toute droite située dans ce plan , 
pourvu que ces deux droites soient dans un même plan. 

Fig. 149. 1" Puisque les droites AB, CD sont parallèles, elles sont 

dans un même plan ABDC , qui coupe le plan EF dans la 
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(Iroilc CD; la droite AB ne peut pas sortir du plan ABCD; 
si done elle pouvait couper le plan KF, ee ne pourrait être 
qu’en quelque point de l’intersection CD; mais elle est pa- 
rallèle à CD ; donc AB ne rencontrera pas le plan EF , et 
lui est parallèle. 

2® Réciproquement, supposons la droite AB parallèle 
au plan EF, et prenons dans le plan FF une droite CD, 
située avec AB dans un même plan ABCD. Puisque AB est 
parallèle au plan EF, elle ne saurait rencontrer CD, qui 
est dans ce plan. Donc les droites AB, CD, qui sont situées 
dans un même plan et ne se rencontrent pas , sont paral- 
lèles. 

Corollaire 1. Si un plan EF est parallèle à une droite 
AB , et que par un point C pris dans ce plan on mène une 
parallèle à AB, cette parallèle est dans le plan EF. Car, 
sans cela, le plan ABC couperait le ]>lan EF suivant une 
parallèle à AB , menée par le point C, de façon que par ce 
point C on pourrait, dans le plan ABC, mener deux pa- 
rallèles à AB, ce qui est impossible. 

Corollaire 2. Une droite AB , parallèle à un plan EF , 
est partout à égales distances de ce plan. En effet, de deux 
points quelconques A, B, pris sur la droite AB, menez au 
plan EF des perpendiculaires AC, BD ; joignez leurs pieds 
•C, D par la droite CD. I.æs droites AC , BD, perpendicu- 
laires à un même plan EF, sont parallèles (p. 7, 2°); par 
conséquent elles sont dans un même plan qui contient AB 
et CD ; mais AB est parallèle au plan EF ; donc AB est aussi 
parallèle à CD. De là il résulte que la figure ABCD est un 
parallélogramme; par conséquent AC=BD. 

DÉFJiyiTroiy jr. Deux plans sont dits parallèles lorsque, 
prolongés indéfiniment, ils ne se rencontrent pas. Il a été 
démontré à la proposition 4 que deux plans, perpendicu- 
laires à une même droite, ne se rencontrent pas, et sont 
par conséquent parallèles. 
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PROPOSITION IX. 

* 

THÉORÈME. 

Les intersections _AB , CD de deux plans parallèles IK , 
FG , par un même plan AC , sont parallèles. 

Fig. 151. Fn effet, les droites AB, CD sont dans un même plan 
ABCD. De plus, elles ne peuvent se rencontrer, puisque 
les plans IK , FG, dans lesquels elles se trouvent respecti- 
vement, sont parallèles. Donc ces deux droites AB, CD 
sont parallèles. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Si deux plans MN , PQ sont parallèles, toute droite AB 
perpendiculaire à l'un de ces plans MN , l’est aussi cl l’au- 
tre PQ. 

Fig. 150. Soit B le pied de la droite AB dans le plan PQ. Par le 
point B menez dans le plan PQ une droite quelconque BD ; 
par cette droite et par AB faites passer un plan AD qui 
coupera le plan MN suivant une droite AC. Les droites AC, 
BD sont parallèles comme intersections de deux plans pa- 
rallèles MN, PQ, par un troisième plan AD (p. 9). Mais 
puisque AB est perpendiculaire au plan MN , AB l’est à la 
droite AC menée par son pied dans ce plan (d. 1); donc 
AB est aussi perpendiculaire à la droite BD, parallèle à 
AC ; AB est donc perpendiculaire à une droite quelconque 
BD menée par son pied dans le plan PQ ; par suite AB est 
perpendiculaire à ce plan. 

Corollaire. Par un point A , pris hors d’un plan PQ , 
on ne peut mener qu’un seul plan parallèle au plan PQ. 
Car si du point A on abaisse AB perpendiculaire au plan 
PQ, tout plan mené par le point A, parallèlement au plan 
PQ, doit être perpendiculaire à AB. Mais au point A on 


Digitized by Google 


UVRE V. 


167 

ne peut élever sur la droite AB qu’un seul plan perpendi- 
culaire (p. 4); donc on ne peut mener parie pqint A qu’un 
seul plan parallèle PQ. On peut d’ailleurs toujours mener 
par le point A un plan parallèle à PQ. Car d’après le co- 
rollaire de la proposition 4, on peut toujours élever au 
point A un plan perpendiculaire à AB. 

PROPOSITION XI. 

laéORÈMK. 

Deux parallèles AD, BC, comprises entre des plans pa- 
rallèles IK , FG , sont égales. 

En effet, si par les deux parallèles AD, BC on fait pas- Fig. i 5 i. 
ser un plan AC, ce plan coupera les deux plans IK, FG, 
suivant les droites AB, DC qui sont parallèles comme in- 
tersections de deux plans parallèles par un troisième plan 
(p. 9). Donc AD et BC sont %ales comme parallèles entre 
parallèles (I. 1). 

Corollaire. Deux plans parallèles sont partout égale- 
ment distants. Car si de deux points quelconques A, B de 
l’un des plans, on mène des droites AD, BC perpendicu- 
laires à l’autre, ces droites seront aussi perpendiculaires 
au plan IK (p. 10); et d’ailleurs elles sont parallèles comme 
perpendiculaires à un même plan (p. 7, réc.). Donc, d’a- 
près ce qu’on vient de prouver, elles sont égales. 

PROPOSITION XII. 

^ THÉORÈME. 

Si deux angles situés dans des plans différents, <mt les 
cttés parallèles, ces angles sont égaux ou supplémentaires, 
et leurs plans sont parallèles. 

Soit le côté AC, parallèle à BE, le côté AD à BF. Joi- pig. t 52 . 
gnOns AB , et supposons d’abord que AC et BE soient si- 
tuées du même côté de AB, que de même AD et BF soient 
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du niéroe côté de AB. Prenez AC = BE et AD = BF; tirez 

CD, EF, CE, DF. Puisque AC est égal et parallèle à BE, la 
figure ABEC est un parallélogramme, et le côté AB sera 
égal cl parallèle à CE (I. 1). De même, AD étant égal et 
parallèle à BF, AB sera aussi égal et parallèle à DF. Donc 
les deux droites CE, DF, qui sont égales et parallèles à une 
même troisième AB, le sont entre elles (p. 7, c. 1). La figure 
CDFE est donc aussi un parallélogramme; par conséquent, 
le côté CD= EF, et les deux triangles ACD, BEF seront 
équilatéraux entre eux et égaux. Donc l’angle CAD = EBF. 

Si l’onj)rolonge le côté FB vers F', l’angle EBF', supplé- 
ment de EBF, le sera aussi de CAD. Enfin, si l’on prolon- 
geait aussi le côté EB, l’angle que ce prolongement ferait 
avec BF', serait égal à EBF, et par suite à CAD. 

En second lieu , le plan CAD sera parallèle au plan BEF. 
Car srpar le point A on mène un plan parallèle à BEF, 
ces deux plans doivent) intercepter sur les parallèles BA, 

CE, DF des distances égales (p. 11); mais AB, CE, DF sont 
déjà égaies; donc le plan parallèle à BEF, passera par C cl 
D, et se confondra avec ACD. 

PROPOSITION Xlll. 

TBÉORÈME. 

ig. i53. Si des différents sommets d’un polygone plan ABCDE, 
on mène du même côté de ce polygone des droites égales 
et parallèles AA', BB', CC'..., les extrémités A', B', C'... dé- 
termineront un polygone A'B'C'D'E' égal au polygone 
donné ABCDE, et ayant son plan parallèle au plan donné 
ADE.‘ 

En effet, les trois droites AA', BB', CC' étant égales et 
parallèles, on prouvera comme à la fin de la proposition 
précédente, que le plan A'B'C' est parallèle au plan FG, et 
qu’il passe par les points ly, E'. De plus, AA' étant égal et 
parallèle à BB', A'B' l’est à AB; de même, B'C l’est à BC, 
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CD' à CD et ainsi de suite. Par conséquent aussi l’angle 
A'B'C est égal à ABC , l’angle B'C'D' à BCD, etc. Les deux 
polygones ABCDE, A'B'C'D'E' ont donc les côtés et les 
angles égaux chacun à chacun; par conséquent ils sont 
égaux. 


PROPOSITION XIV. 

TBÉORÈHE. 

Deux droites AC, A'C, rencontrées par trois plans pa- pig. 15.}. 
rallèles P, Q , R, .(ont coupées par ces plans en parties pro- 
portionnelles. 

Soient A, B, C les points où ces plans rencontrent la 
droite AC; A', B', C, leurs points d’intersection avec A'C. 

Tirez AC qui rencontrera le plan Q en un point E; menez 
BE, EB', CC' et AA'. Les droites BE, CC sont parallèles 
comme intersections du plan ACC' par les plans parallèles 
Q, R (p. 9); donc on a (I. 3, p. 7) 

AB:BC :: AE : EC. 

On a de même A'B' ; B'C : ; AE : EC', 

d’où AB : BC : : A'B' : B'C'. 

DÉFistTioK IV. On appelle angle dièdre ou simplement fig. 155 . 
dièdre, l’espace indéfini compris entre deux plans AD, AC, 
qui se coupent. 

Les deux portions de plan AD, AC, limitées à l’inter- 
section AB, mais indéfinies d’ailleurs, se nomment les faces 
de l’angle; AB est appelée l’arète. Oq désigne l’angle dièdre 
par quatre lettres dont la première est placée sur l’une 
des faces, les deux autres sur l’intersection, et la quatrième 
sur l’autre face. Ainsi l’angle des plans AD, AC , se nomme 
DABC. On peut aussi quelquefois désigner l’angle dièdre 
par deux lettres placées sur l’arèle. 

Pour se faire une idée nette de la grandeur relative des • 
angles dièdres, on peut supposer que le plan AD, d’abord 
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couché sur AG, tourne autour de la droite AB pour pren- 
dre successivenaent les positions AD, AE, AF, etc. À me- 
sure que le plan mobile avance dans ce mouvement, l’an- 
gle dièdre qu’il fait avec AC, augmente, tandis que celui 
qu’il fait avec le plan AH, prolongement de AG, diminue. 
Lorsque l’on compare deux angles dièdres sous le rapport 
de leur grandeur, on fait abstraction de la figure de leurs 
faces , qu’on peut supposer indéfiniment prolongées d’un 
côté de l’arète ; de sorte que l’égalité et l’inégalité de ces 
angles doit s’entendre comme dans les angles plans (I. 1). 

Fig. 155. D^FiHiTioH y. Un plan BF qui fait avec un autre plan 
HAG deux angles dièdres égaux FABG, FABH, est dit per- 
pendiculaire à ce second plan HAG, et ces angles dièdres 
sont appelés droits. 

Remarque 1 . Tout plan AD , autre que BF , et que l’on 
oonduirait suivant AB, ferait avec HAG deux angles diè- 
dres inégaux DABG , DA6H , de sorte que par une droite 
\Bprise dans un plan HAG, on ne saurait élever plus d’un 
plan perpendiculaire au premier. 

Remarque 2. On reconnaîtra facilement : 1° que les deux 
dièdres adjacents DÂBC , DABH , que forme le plan ABD 
avec le plan indéfini HAG, valent ensemble deux dièdres 
droits; 

2° Que les dièdres consécutifs formés autour d’une même 
droite ,' prise pour arête commune , font ensemble quatre 
droits ; 

3” Que si deux plans indéfinis se coupent , les dièdres 
opposés sont' égaux. “ 

PROPOSITION XV. 

THEORÊHE. 

Fig. 156. droite CD est perpendiculaire à un plan PQ , tout 

plan AG conduit suivant cette droite CD sera perpendicu- 
laires au même plan PQ.*» 
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Soit AB rinterseclion des deux plans. Concevons que le 
plan BC soit la réunion de deux plans superposés BC, BC, 
et que CD, C'D soient de même deux droites superposées. 

Au point D menez dans le plan PQ la droite EF perpen- 
diculaire à AB ; supposez maintenant que l’angle dièdre 
CBAQ tourne autour de AB , jusqu’à ce que la face BC 
coïncide avec BE; je dis que la face BQ viendra coïncider 
avec BC'. En effet, la droite DF est perpendiculaire à DB 
par construction ; elle l’est à DC, puisque DC l’est au plan 
PQ; donc DF est per pendiculaire au plan BC (p. 3 ). Donc, 
lorsque le plan-BC coïncidera avec BE, la droite DF, qui 
ne cesse pas de lui être perpendiculaire, le sera au plan 
BE et coïncidera avec DC', qui est censé rester fixe; par 
conséquent, le plan RDF coïncide avec BDC' ou BC', et 
Fangle dièdre FBDC avec C'ABE. Donc le plan AC fait 
avec PQ deux dièdres égaux ; il est donc perpendiculaire 
à PQ. 

Corollaire. Un plan PQ, perpendiculaire à une droite 
CD, l’est à tout plan AC , mené par cette droite. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈIIE. 

Si deux plans hC, PQ sont perpendiculaires entre eux , pjg. 15e. 
et que dans le premier AC on mène une droite DC perpen- 
diculaire à l’intersection AB, cette droite DC sera perpen- 
diculaire à l’autre plan PQ. 

Considérons encore les deux droites superposées DC, 

DC'. Si au point D , pied de DC sur le plan PQ , on mène 
dans le plan PQ la droite FF perpendiculaire à AB , et 
qu’on fasse tourner le dièdre CBAQ autour de AB pour le 
faire coïncider avec son égal C'BAP, le plan BF viendra 
coïncider avec le plan BC'; et comme les angles BDF, BDC 
sont droits, la droite DF coïncidera avecDC'; mais tandis 
que le plan BC coïncide avec BE, la droite CD se super- 
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pose avec DE, à cause des angles droits CDB, EDB. Donc 
l’angle CDF coïncide avec C'DE; par conséquent, ces deux 
angles sont égaux et droits. Ainsi la droite CD est perpen- 
diculaire à la fois aux deux droites DF, DB; donc elle l’est 
au plan BF ou PQ que ces deux droites déterminent. 

PROPOSITION XVII. 

TBÉOHÈME. 

Fig. 156. Si deux plans AC, PQ sont perpendiculaires , et qu’en 
un point D, de l’intersection AB , on élève au plan PQ une 
perpendiculaire DC', celte perpendiculaire sera dans le 
plan AC. 

Car si , par cette perpendiculaire DC et par AB , on » 
mène un plan C'B, ce plan est perpendiculaire au plan PQ 
• (p. 15) ; mais le plan AC est déjà perpendiculaire au plan 

PQ, et il passe également par AB; d’ailleurs par AB on ne 
peut élever au plan PQ qu’un seul plan perpendiculaire 
(d. 5 , r.). Donc ce plan C'B coïncide avec le plan AC , et 
la droite CD, qui se trouve dans le plan C'DB , est aussi 
dans le plan AC. 

PROPOSITION XVIII. 

TBÉORÈHE. 

Fi g. 157. Toutes les fois que deux plans AD, AC , perpendiculaires 
à un même troisième plan FG , se coupent , leur intersec- 
tion AB est aussi perpendiculaire à ce troisième plan FG. 

'Car si au point B on élève une perpendiculaire au plan 
FG, comme ce point B appartient à la fois aux deux inter- 
sections BC , BD, celte perpendiculaire se trouvera à la fois 
dans les deux plans AD, AC, en vertu du théorème précé- 
dent. Donc elle coïncide avec leur intersection AB, qiil est 
par conséquent perpendiculaire au plan FG. 
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PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

Deux angles dièdres CABD , C'Â'B'D' sont entre eux p;g_ 
comme les angles plans CAD , C A'D', qu’on obtient en cou- 
pant chaque dièdre par un plan perpendiculaire à V arête. 

En quelque point de l’arète qu’on mène le plan perpen- 
diculaire , l’angle plan que ce plan détermine dans le diè- 
dre aura la même grandeur. Car soit un angle EBF résul- 
tant de la section du dièdre CABD par un autre plan EF, 
perpendiculaire à l’arète AB ; je dis que l’angle EBF est 
égal à CAD. En effet, les plans CAD , EBF étant perpendi- 
culaires à une même droite AB, sont parallèles (p. 4); par 
conséquent les droites AC, BE sont parallèles comme in- 
tersections des deux plans parallèles EF, CD par le plan BC 
(p. 9); par la même raison les droites AD, BF sont paral- 
lèles ; donc les angles CAD , EBF, qui ont les côtés paral- 
^èles, sont égaux (p. 12). 

Supposons maintenant que les angles CAD, C'A'D' soient 
entre eux comme deux nombres entiers 3 et 2, c’est-à-dire 
qu’unecommunemesuresoitcon tenue trois fois dans l’angle 
CAD et deux foisdansl’angle C'A'D'. Partageons l’angleCAD 
en trois parties égales CAa, uAô, etc.; l’angle C'A'D' contien- 
dra deux de ces parties. Par les lignes de division de l’an- 
gle CAD, et par l’arcte AB, faites passer les plans Bn, 

Bô, etc. ; par S! ai et A'B' menez le plan B'a'. Je dis que les 
dièdres eonsécutifs formés par ces plans sont égaux. En 
effet , plaçons l’angle G Ma! sur son égal CAa ; la droite 
A'B', perpendiculaire au plan C'a', coïncidera avec AB, 
perpendiculaire au plan Ca; par suite, le plan B'C coïn- 
cidera avec BC, le plan B' a' avec Ba, et le dièdre C'A'B'a' • 
avec CABa. On démontrera de même que les autres dièdres 
partiels sont égaux. Or le dièdre CABD contient trois de ces 
dièdres partiels, tandis que C'A'B'D' en contient deux;^ 
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donc CABD : C'A'B'D' : : 3 : 2 CAD ; C'A'D'. 


Comme l'angle C'A'D' varie d’une manière conlinue avec le 
dièdre C'A'B'D', la propriété précédente est encore vraie dans le 
cas où les angles CAD, C'A'D' n’ont pas de commune mesure. 

Remarque 1. Le théorème précédent se présente aussi 
sous l’énoncé suÎTant: L’angle dièdre a pour mesure l’an- 
gle plan formé par les perpendiculaires AC , AD, menées 
dans les deux faces à un même point de V arête. On attache 
du reste à cet énoncé absolument le même sens qu’à celui 
qui est en tête de la proposition- , 

Remarque 2. Lorsque l’angle dièdre est droit , l’angle 
Fig. 156. plan CDF l’est aussi , puisque, les deux angles dièdres 
CDBP, CDBQ étant égaux, leurs mesures CDF , CDB sont 
égales. 

Fig. 151. Corollaire. Soient deux plans parallèles IK, FG coupés 
par un troisième plan AC. En un point quelconque A de 
l’intersection AB , menons un plan IG perpendiculaire à 
AB ; il sera aussi perpendiculaire à DC, qui est parallèle à 
AB; soient HL, IE,.MG les intersections de oequatrtème 
plan avec les pians respectifs IG, IK, FG ; les angles de ces 
droites mesurent ceux des plans; mais lE, MG sont paral- 
lèles (p. 9) ; donc entre les angles dièdres que forme un 
plan qui coupe deux plans parallèles , il existe les mêmes 
relations qu’entre les angles formés par deux parallèles 
et une sécante. De même , deux dièdres qui ont les faces 
parallèles chacune à chacune , sont égaux ou supplémen- 
taires. 

Fig. 159.’ DépisiTiftn rj. Un angle polyèdre est l’espace indéfini 
compris entre plusieurs plans qui se réunissent en un même 
point S qu’on appelle le sommet; les angles ou pians ASB, 
, BSC, CSD, DSA, qui comprennent l’angle polyèdre, sont 
. appelés \es faces; les droites AS, SB, etc., sont les arêtes. 

^ Si l’angle polyèdre a trois faces , on le nomme angle triè- 
dre ; s’il en a quatre, angle tétraèdre, etc. 
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En désignant un angle polyèdre, nous énoncerons tou- 
jours la lettre du sommet la première. 

DÉFiif/TiON Fil. Un angle polyèdre est convexe, s’il est 
situé tout entier d’un même côté par rapport à l’une quel- 
conque de ses faces prolongée indéfiniment dans tous les 
sens, de sorte que ce prolongement ne peut couper au- 
cune autre face, à moins qu’on ne la prolonge aussi. 

9 

Remarque. Un angle triédre dont chaque face est moindre que 180" 
est toujours convexe. Car, soient ASB , ASC, BSC trois faces dont Fig. 160. 
chacune est moindre qne 180". ProIoAgeons une des arêtes vers 
D ; la face ASB, qui coupe ASC', suivant AS, ne peut pins couper 
celle face ASC dans l’intérienr de l’angle ASC ; car, pnisiine l'angle 
ASC est pins petit que 180% SD, prolongement de l'intersection 
de ASB avec ASC, ne peut pas se trouver dans l’angle ASC. — (La 
Qgure présente les arcs de cercle qni mesurent les différents an- 
gles.) 

Au contraire, un angle triédre qui a une ou plusieurs faces plus 
grandes que 180°, ne saurait être convexe. Car soit un angle trié- 
dre ayant pour faces celles qui sont mesurées par les arcs AB, BC> 

AEDC ; si l'on prolonge la face ASB, elle coupe la face SAED, sui- 
vant SD, et décompose l'angle triédre en deux parties , dont l’une 
est’ l'angle triédre convexe SBCD , et l'autre est l'angle diéd re 
E ADB. L'angle triédre proposé étant ainsi coupé par l'une de ses 
faces prolongées', n'est pas convexe. 

Un angle polyèdre, qni a plus de trois faces, peut cesser d'étre 
convexe, sans avoir des faces plus grandes que 180°. 

Remarque. 2. Tout angle polyèdre non convexe est décomposahle en 
angles dièdres et an angles polyèdres convexes. En effet , considérons 
une face qui prolongée coupe l'angle polyèdre. Ce sera ou snr la face 
adjacente on sur- une face opposée qne l'intersection a lien. Le pre- 
mier cas ne peut arriver que s'il y a des faces plus grandes qne 180°. 

Si ce cas arrive en effet, la face qu'on prolonge retranchera de 
l'angle total nn angle dièdre , jont en substituant à la face qui est 
plus grande que 180° une face moindre que 180°, savoir ce qni reste 
de celle-là, après qu'on en a ôté 180°. On voit à la Gg. ICO comment 
les choses se passent. Si la face qu'on prolonge rencontre une face 
opposée, c'est qu'elle décompose l'angle polyèdre en deux autres 
qni ont moins de faces qne celoi-là. Donc, en continuant cette sé- 
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rie il'upératioiis sur toutes les faces i|ui cuu|iciit l'angle polyèdre, 

■ on pourra se débarrasser de toutes les faces supcricnres à 180" et 
réduire les angles polyèdres partiels à d’autres qui ont moins de 
faces , ce qui conduira finalement à des angles trièdres. Donc tout 
angle polyèdre se décomposera en angles dièdres et en angles po- 
lyèdres convexes, puisque tout angle trièdre dont les faces sont 
moindres que 180° est convexe. 

Un angle polyèdre qui a des faces égales ou supérieures à 18ü" 
ne saurait être convexei 

PROPOSITION XX. 

a THÉORÈME. 

Dans tout angle trièdre convexe SABC , la plus grande 
face est moindre que la somme des deux autres. 

Fig. Uil. Soit ASB la plus grande face; dans le plan de celle face 
faites l’angle BSD égal à BSC, et traccz-y une droite BA , 
qui rencontre les trois droites SB, SD , SA , prises à partir 
du point S; prenez SC égal à SD, et joignez CB, CA. Les 
triangles BSD , BSC auront un angle égal compris entre 
côtés égaux et seront égaux; donc DB = CB. Mais on a 
AB<^ AC-I-CB; retranchant d’un côté DB, de l’autre .son 
égal CB , on aura AD<[[ AC. Cela posé, les triangles ASD, 
ASC auront le côté SA commun , le côté SD égal à SC, et 
le côté AD<^AC. Donc (I. 1 , p. 7) l’angle ASD ASC ; 
ajoutant d’un côté l’angle DSB , de l’autre son égal CSB, 
on a 

ASD+DSB ou ASB<ASC-hCSB. 

Hemarque. Par conséquent, dans un angle trièdre con- 
vexe, chaque face est plus petite que la somme des deux 
autres. 
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PROPOSITION XXI. 

TBÉORÈHE. 

'Dans tout angle polyèdre convexe la somme des faces Fij. 162. 
est moindre que 4 angles droits. 

Puisque l’angle polyèdre est convexe, on peut toujours 
mener d’une infinité de manières un plan qui rencontre 
toutes les arêtes (non pas quelques arêtes et les prolon- 
gements des autres). * 

En effet, prenez deuz faces non adjacentes ASB, SED ; prolongez- 
lesjusqn’à lenr inlerseclion FG; l angle polyèdre étant convexe , 
la droite FGne sera située dans l’intérieur d’aucune des deux faces; 
ces deux faces seront donc chacune tout entière d’un même côté 
de FG , et le dièdre BAFGDE contiendra l’angle polyèdre tout en- 
tier ; donc tout plan mené par FG et ne passant pas dans le dièdre; 
laissera aussi l’angle polyèdre tout entier d’un même côté . et tout 
plan mené par un point A d’nne arête AS, parallèlement à un pa- 
reil premier plan , coupera toutes les arêtes d’un même côté de ce 
premier plan , comme n’étant d'ailleurs parallèle à aucune de ces 
arêtes. 

Soit SABCDE l’angle polyèdre, ABCDE un plan qui sa- 
tisfait à celte condition ; le polygone ABCDE, formé par 
l’intersection de ce plan et des faces de l’angle polyèdre, 
est convexe. D’un point O, pris dans l’intérieur de ce po- 
lygone, menez aux sommets les droites OA, OB , OC, etc., 
ce qui formera autour du point O autant de triangles qu’il 
y en a autour du point S; par conséquent la somme de 
tous les angles des triangles en O est ^alé à la somme de 
tous les angles des triangles en S. Mais dans l’angle trièdre 
convexe formé en A par les trois faces EAB, EAS, SAB, la 
face EAB ou EAO-j— OAB est moindre que la somme des 
deux autres EAS -|- SAB. De même, ABO+OBC<; ABS 
4- SBC, OCB-1- OCD < BCS + SCD, etc .; ainsi la somme 
des angles formés sur les bases, en À , B, C, D, E est plus 

1 9 
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petite dans les triangles en O que dans les triangles en S; 
donc, par compensation, la somme des angles en O sera 
plus grande que la somme des angles en S ; mais la pre- 
mière vaut quatre droits ; donc la seconde est moindre que 
quatre droits. 

Bemqrque. Dans les angles polyèdres non convexes, la 
somme des faces n’a pas de limite. 

Définition fui. Dans deux angles polyèdres compo- 
sés de faces égales chacune à chacune, j’appellerai angles 
dièdres homologues ceux qui sont formés par des faces 
égales, chacune à chacune; j’appellerai arêtes homologues 
celles qui sont aux intersections de ces faces. 

PROPOSITION XXII. 

Deux angles trièdres, qui ont les faces égales chacune 
à chacune, ont aussi les angles dièdres homologues égaux. 

Fig. 163. Soient S et S' les deux angles trièdres; supposons que 
les faces désignées par les mêmes lettres soient égaies de 
. part et d’autre. Par un point C, pris è volonté sur une 
arête SC, soit menée dans la face ASD la droite CE per- 
pendiculaire à SC, et dans la face CSB la droite CF égale- 
ment perpendiculaire à SC. L’angle ECF sera la mesure du 
dièdre ÂSCB ou SC (p. 19, r. 1). Ayant pris ensuite sur 
SC une distance SD arbitraire, mais plus grande que SC, 
on prendra sur SA un point A, tel que la droite DA ren- 
contre CE en un point E, situé entre D et A; on prendra 
de même sur SB un point B tel que DB coupe CF en un 
point F, situé entre D et B. Enfin, on tirera AB et EF. En- 
suite, on prend S'C' = SC, S'D'=SD, S'A' = SA, S'B' = 
SB, et on répète, du reste, sur le trièdre S' les construc- 
tions déjà faites sur S; on aura ainsi plusieurs systèmes de 
triangles égaux, savoir : 

Les triangles SAD, S'A'D' qui ont l’angle ASD = A'S'D' 
par hypothèse, le côté AS = A'S' et SD = S' D'; donc l’angle 
ADS = A'D'S' et le côté AD = A'D'. 
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Les triangles l)SB, D'S'IV, égaux par une raison analo- 
gue, donnent l’angle SDB =S'D'B' et le côté DB = D'B'. 

De même , les triangles ASB , A'S'B' égaux encore par 
une raiîon semblable, donnent le côté AB=:A'B'. 

De là il résulte que les triangles ADB, A'D'B' sont équi- 
latéraux entre eux et que l’angle ADB zz A'D'B'. 

Mais de ce que SDzzS'D' et SC=S'C', on conclut que 
CDzzC'D'; d’ailleurs, dans les triangles CDE, C'D'E', les 
angles C et G' sont droits, les angles en D, et D' sont égaux 
comme on vient de le prouver; donc aussi EDzzE'D', EC 
= E'C'. On prouve de même que FD zz F'D', FC zz F'C'. 

D’ailleurs, les triangles EDF, E'D'F' sont aussi égaux, 
puisque l’angle EDF zz E'D'F', le côté DEzzD'E', le côté 
DF = D'F';donc EF = E'F. 

Donc enfin les deux triangles EGF, E'C'F' ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun, et les angles EGF, E'C'F', 
opposés à des côtés égaux, sont égaux. Or ces angles me- 
surent les dièdres SD, S'D', et par conséquent ces dièdres 
sont égaux. 

On raisonne de môme pour les autres. 

Remarque 1. Supposons les faces ASB, A'S'B' placées 
sur un même plan de façon que les arêtes homologues SA, 
S'A' soient parallèles et de même sens par rapport aux 
sommets S, S', que de même SB, S'B' soient parallèles et 
de même sens. Deux cas peuvent se présenter par rapport 
aux arêtes SC, S'C'. 

1* Elles peuvent être dirigées du même côté du plan 
ASS'B'. Dans ce cas on dit que les faces égales des deux 
angles trièdres sont semblablement disposées de part et 
d’autre; déplus, les angles trièdres sont superposables. 
Car si l’on place S'A' sur SA, S'B' sur SB, l’arète S'C' res- 
tera, par rapport au plan ASB, du même côté que SC, 
le dièdre S'A' coïncidera avec son égal SA, et le dièdre S'B' 
avec SB. Ainsi les deux trièdres coïncideront. 

2® Les arêtes SC, S'C' peuvent être dirigées l’une SC en 

1 3 . 
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avant du plan ASS'B', l’autre S'C', derrière ce plan. Il est 
évident que si l’on place ici S'A' sur SA, S'B' sur SB, l’a- 
rète S'C' tombera derrière le plan SAB , tandis que SC est 
en avant. Que si , pour faire tomber S'C' en avant de ce 
plan, on place l’arète S'B' sur SA, S'A' sur SB, on recon- 
naîtra que, le dièdre S'B' n’étant pas égal au dièdre SA, 
la coïncidence n’aura pas lieu. Elle ne s’effectuerait que si 
les faces ASC, BSC étaient égales entre elles, de même que 
A'S'C', B'S'C', c’est-à-dire si les angles trièdres étaient iso- 
cèles. En effet, dans ce cas on prouvera non-seulement que 
le dièdre SA est égal à S'A', mais encore que ce même diè- 
dre SA est égal à S'B', de sorte que les 4 dièdres SA, S'A', 
SB, S'B' sont égaux; par conséquent, si l’on ne parvient 
pas à superposer les deux angles trièdres en plaçant S'A' 
sur SA et S'B' sur SB, on y réussira en plaçant S'B' sur SA 
et S'A' sur SB. 

Deux angles trièdres qui ont les faces égales deux à deux, 

. et par conséquent les angles dièdres homologues égaux, 
peuvent donc être superposables ou non. Dans le premier 
cas ils sont dits égaux, dans le second on dit qu’ils sont 
symétriques ou égaux par symétrie. 

Pour former le symétrique d’un angle triedre, on indi- 
quera deux moyens : 

104. 1 “ Soit SABC l’angle donné. Prolongez les arêtes AS, 

BS, CS au delà du sommet S; l’angle SA'B'C' sera le sy- 
métrique de SABC. Car les faces sont égales chacune à 
chacune comme opposées au sommet. De plus, si, sans 
faire quitter à la face B'SA' le plan ABB'A', on fait tour- 
l’angle SA'B'C' autour du point S, de manière que chacun , 
des points A', B', etc., décrive autour de S une demi-cir- 
conférence, le point A' viendra en A, le point B' en B et 
les deux faces B'SA', BSA seront superposées par leurs 
arêtes homologues; mais comme la droite C'C perce le 
plan AB A'B' en S, il arrivera , après cette superposition , 
que les arêtes SC, SC' seront dirigées de dilférenU côtés 


Digitizedby C 


LIVRE V. 


l8l 


par rapport à la face commune ASD; donc les deux angles 
trièdres sont symétriques. Il s’ensuit que si par un point 
quelconque on mène des droites parallèles aux arêtes d’un 
angle trièdre, toutes dans le même sens, on formera un 
second trièdre égal au premier; si on les mène toutes en 
sens contraire, le second est le symétrique du premier. 

2° Soit SABC l'angle trièdre ; d’un point C, pris à volonté sur une Fig. 165. 
arête SC , menez sur la face ÂSB la perpendiculaire CD, qui rencon- 
tre cette face en nn point D; prolongez CD de l'autre côté de cette 
face , à une distance DC' égale à DC; joignez SC' ; l’angle SABC' 
sera symétrique de SABC. Car si du point D on mène nnc droite 
quelconque AB , qui rencontre SA, SB en des points À., B, qu’on 
joigne ces deux points aux points C, C', les droites AC, AC' seront 
égales. En effet, CC' étant perpendiculaire au plan ASB, l’est à la 
droite AB ; de plus CD=:C'D. Les deux obliques AC, AC' s’écartent 
donc également de la perpendiculaire et sont égales. De même 
SC = SC', BC = BC'. Par conséquent les triangles ASC , ASC' sont 
équilatéraux entre eux et les angles ASC, ASC' sont éganx. Pareil- 
lement les angles BSC, BSC' sont éganx. D’après cela les deux 
angles trièdres SABC , SABC' sont compris sous des faces égales 
chacnne à chacune. La superposition par deux arêtes homologues 
est déjà faite , et les arêtes SC, SC' tombent de part et d’autre de la 
face commune. Donc les deux angles trièdres sont symétriques. 11 
est évident maintenant que si un angle trièdre saàc se compose de 
faces égales à celles de SABC , ce nouvel angle sera superposable 
soit avec SABC , soit avec son symétrique SABC', Car si l’on sup- 
pose que les faces désignées de part et d'autre par les mêmes let- 
tres soient égales , et que l’on place sa sur SA , tb sur SB ; comme 
l’angle dièdre caaé=:CSAB = C'SAB, esa coïncidera ou avec CSA 
ou avec C'SA, et l’angle trièdre t coïncidera soit avec SABC, soit 
avec SABC'. De là on conclut qn’avec trois faces données on peut 
former tout an plus deux angles trièdres, symétriques l’un de 
l’autre. 

Remarque 2. Pour établir d’une manière précise les propriétés Fig. 166. 
des angles polyèdres, convexes ou non, on va poser une conven- 
tion sur la manière de compter les angles dièdres. Soient deux 
plans ASB, BSC qui se terminent à leur intersection; traçons dans 
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ces plans deux arcs de cercle AB, BC du centre S et d’un rayon 
arbitraire; en un point a de AB élevons au plan ASB une perpen- 
diculaire be que nous prolongerons de part et d’autre de quantilés 
arbitraires en 6 et c; si l'on suppose en a un spectateur qui re- 
garde le point B, ayant ta télé plus près do point S que les pieds, 
il aura le point c à sa gauche , le point b à sa droite. Supposons que 
cette perpendiculaire se meuve vers B, puis que le point a passe 
sur BC sans traverser aucun des deux plans , de sorte que le point 
b prendra la position b', le point c viendra en c'; l'angle dièdre que 
le point b n'aura pas quitté sera appelé l'angle de droite ou l’angle 
formé à droite; celui que le point c n’aura pas quitté sera appelé 
l'angle de gauche. Lorsqu'il s’agira des angles dièdres d'un angle 
polyèdre , nous supposerons qu'ils soient pris , ou tous à droite, ou 
tous à gauche; mais il foudra supposer que le centre commun de 
tons les arcs soit au sommet S. 

Dans un angle polyèdre convexe , les angles dièdres pris dans un 
sens convenable sont tous moindres que 180°; un pareil angle po- 
lyèdre peut être regardé comme ayant un intérieur et on «jcférieur. 
Un angle polyèdre non convexe a dos angles dièdres plus grands, 
d'antres plus petits que 180°; il n’est pas toujours possible de trou- 
ver un plan qui coupe toutes les arêtes d’un pareil angle polyèdre, 
elles mots tnlértaur. extérieur, appliqués dans ce cas, pourraient 
n'avoir qu'on sens fort vague. Supposons maintenant qu'on donne 
un système do faces qui doivent se suivre dans un ordre déter- 
miné, et que nous nommerons à partir de l’une quelconque, l'', 
2°, 3% etc., face; supposons de plus que chaque face doive com- 
prendre avec la suivante on angle dièdre donné , ces angles étant 
pris tous à gauche , ou tous à droite. Je dis ; 1° qu’il est impossible 
de former plus de deux angles polyèdres qui remplissent ces con- 
ditions ; 2° que s'il est possible d’en former un , il est aussi possible 
d'en former un second qui n'est superposable avec le premier que 
dans un certain cas que nous préciserons plus bas. 

1° Soit ASB la première face donnée ; il s'agit d'assembler d'a- 
bord avec celle-ci, par l'aréte SB, une seconde face faisant avec 
elle un angle dièdre donné, ce qui ne peut se faire que de deux 
manières ; soient SBC , SBC' ces faces dont la première fait avec 
ASB l’angle donné , è droite , la seconde à gauche ; dans ces plans 
on fait avec SB les angles CSB, C'SB égaux à la seconde face don- 
née. Maintenant chacun des angles polyèdres commencés ne peut 
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s'achever que d'une manière ; car dans l'un et l'autre les angles 
dièdres sont donnés, ainsi que le sens dans lequel ou doit les prendre. 
Par SC on fait donc passer on plan qui comprenne avec SCB, à 
droite , un angle dièdre BCSD égal au second dièdre donné , et on 
fait l'angle CSD égal à la 3*^ face; par SC' on mène un plan qui 
comprenne avec le plan C'SB, à gauche , un dièdre D'SC'B égal à 
DSCB, et dans ce plan on fera l'angle C'SD'=:CSD; en continuant 
ainsi, on formera les deux angles polyèdres qui peuvent répondre 
4 la question. On n'en trouvera jamais plus de deux : car s'il en 
existe un troisième , superposons ASB par les arêtes homologues, 
avec la face qui lui est égale dans ce troisième angle ; la face égale 
à CSB tombera ou sur celle-ci on sur C'SB, puisque l’angle dièdre 
qu’elle fait avec ASB est égal à ASBC ; à partir de là , la super- 
position aura lien avec l'on on avec l’autre des deux angles déjà 
formés. Ainsi avec des faces ét des dièdres donnés de grandeur et 
do position relative on ne peut jamais former plus de deux angles 
polyèdres. Que si l'un des deux était construit et qu'on demandât 
de faire l’autre , il suffirait de prolonger au delà du sommet toutes 
les arêtes do premier. C’est ce qu'on reconnaîtra ici, comme on l’a 
vu pour l'angle triédre flg. 16à. 

Deux angles polyédrps qui ont tous leurs éléments égaux et pla- 
cés comme on vient de l'expliquer, sont appelés symétriques. Un 
angle polyèdre est superposable avec son symétrique , toutes les fois 
gu’il est possible de le décomposer lui-méme en deux angles polyèdres 
symétriques , au moyen d’un plan mené par le sommet. 

Si d'un point pris à volonté on mène des parallèles aux arêtes 
d’un angle polyèdre , chacune dans le même sens que l'arète cor- 
respondante , on formera un angle polyèdre égal an premier ; si on 
les mène en sens contraire, on obtient le symétrique de l'angle 
donné. 


PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Avec trois faces données, dont chacune est moindre que 180°, on 
peut toujours former un angle triédre, pourvu que chacune d'elles soit 
moindre que la somme des deux autres, al que ta somme des trois faces 
soit moindre que 180°. 

Parmi les trois faces données on en choisira une qui ne soit pas Fig. 167. 


Digitized by Google 



GÉOvirHIE. 


i84 

moindre que chacune des deux autres. Soit BAC cette £sce ; sur 
BA on placera l’angle BAD égal à Tune de ces doux-là , et sur AC 
l’angle* CAE égal à la troisième , l’un et l'autre dans le plan de BAC. 
Du point A comme centre et d'un rayon arbitraire AD décrivez un 
cercle; du point D où il coupe DA abaissez sur AB la perpendi- 
culaire DD' : l'arc BD' sera égal à DB; de même du point E menez 
EE' perpendiculaire à AC; l’arc CB' sera égal à CE. Or comme 
l’angle BAC < BADH-CAE, l’arc BC sera aussi <BD-|- CE ou que 
BD' + CE' ; ainsi le point E' tombera au delà de D' par rapport au 
pointe ; d’ailleurs puisque l’angle BAC n'est surpassé ni par l'angle 
CAE ni par BAD, les points D' E' ne dépassent pas les extrémités 
de l’arc BC. Eniln , la somme des trois angles donnés étant moindre 
que quatre droits, le point E ne sera pas situé entre les points B et D. 
Donc les points E, £' sont de difTérents côtés de la corde DD', de 
sorte que les deux cordes DD', EE' se couperont dans le cercle 
en un point I. Par ce point I élevez au plan BAC une perpendicu- 
laire IK ; par IK'et par DD' imaginez un plan, et dans ce plan décri- 
vez du .point G comme centre avec le rayon GD on arc qui cou- 
pera celte perpendiculaire IK. en un point K, puisque GD ou GD' 
> GI ; joignez KA ; je dis que ABKC sera l’angle trièdre cherché. 
Car puisque GK=GD, que AG est commun et que les angles 
AGD, AGR (p. 6) sont droits, on aura AK=AD et l’angle GAK 
= GAD. J oignant KH , on aura aussi on angle droit KH A ( p. 6 ) , 
et les deux triangles AKH, AHE seront égaux ; car outre les angles 
droits en H , ils ont le côté AH commun , les côtés AK , AE égaux 
entre eux comme égaux à AD ; donc l'angle KAH=HAE, et l’angle 
trièdre ABKC est formé avec les trois faces données. 

Si an lien de la face BAD on donnait la face B.AF telle, que BAC 
fût >BAF- 4 -CAE, la perpendiculaire FF' menée du point F sûr AC 
ne couperait pas EE' dans le cercle, et la construction serait impos- 
sible , ce qui est d’accord avec la proposition 20. 

La figure 168 représente la construction dans le cas où les trois 
angles donnés sont obtus. 

Fig. 169. Si la somme. des angles donnés est plus grande que 360*, la con- 
struction ne réussit pas non plus, en supposant chaque face moin- 
dre que 180°. Soient BAC, BAD, CAE les trois faces , BAC n'étant 
inférieure à aucune des deux autres. Du point A comme centre et 
d’un rayon arbitraire on décrit encore une circonférence. Puisque 
aucune des faces ne surpasse 180'^, les points E, D ne seront pas 
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aur l’arc BC ; l'arc BD sera d’aillears > BE, et si l'on prend BD' = 

BD , CE' = CE , on a ausai BD' + CE' > BC. Ainsi les points E , E' 
tombent du même côté de la corde DD', de sorte que les cordes 
EE', DD' ne se couperont pas dans le cercle. 

Htmarqu». Si l'on donne trois Taces a,h.c, dont l’une a soit plus 
grande que 180°, on cherchera à construire l'angle trièdre dont 
les faces sont 360° — a, h. c. On opère de même si deux des faces, 
ou si les trois , sont plus grandes que 180°. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 

Si d’un point o, pris dans un angle trièdre convexe Tig. ilO. 
OABC , on abaisse sur les trois faces AOB, AOC , BOC des 
perpendiculaires oc, ob, oa, on déterminera un nouvel 
angle trièdre convexe oabc dans lequel les faces aob, boc, 
aoc sont les suppléments des dièdres OC, OA, OB, tandis 
que les dièdres oa, ob, oc sont les suppléments des faces 
BOC, AOC, AOB. 

Soient a, b, des pieds des perpendiculaires oa, ob, oc 
sur les faces respectives BOC, AOC, AOB; par ces perpen- 
diculaires, prises deux à deux, menez les plans aob, aoc, 
boc qui couperont les arêtes de l’angle trièdre O en des 
points C, B, A; joignez Ab, Ac, Ba, Bc, Ca, CA. 

Je dis d’abord que chaque arête de l’angle O est perpen- 
diculaire à une face de l’angle o. En cfret,'le plan aob est 
perpendiculaire au plan AOC, comme passant par une 
droite ob perpendiculaire à ce dernier (p. 15); le même 
plan aob est aussi perpendiculaire au plan BOC, comme 
passant par la droite ao perpendiculaire à celui-ci. Donc 
les deux plans AOC, BOC sont perpendiculaires au plan 
aob, et, par conséquent, leur intersection OC est aussi 
perpendiculaire au plan aob (p. 1 8). On prouvera de même 
que l’arête OB est perpendiculaire au plan aoc, et que OA 
l’est au plan boc. 

Cela posé, la droite oc, perpendiculaire au plan AOB, 
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l’est aux droites kc, Bc menées par son pied dans ce plan ; 
donc l’angle ÂcB formé par deux perpendiculaires menées 
à un même point de l’arète oc, dans les faces kco, Bco, 
mesure le dièdre co (p. 19); mais AO étant perpendicu- 
laire au plan cob, l’est à kc, située dans ce plan; ainsi 
l’angle OAc est droit; de même l’angle OBc est droit. Donc 
le quadrilatère BOAe a deux angles droits en A, B , et par 
suite l’angle AOB, face de l’angle trièdre O, est le supplé- 
ment de l’angle AcB qui mesure le dièdre oc de l’angle o. 
On démontrera de même que la face AOC est le supplé- 
ment du dièdre ob, et la face BOC est le supplément du 
dièdre oa. 

De même, puisque l’arète AO est perpendiculaire au 
plan boc, elle l’est aux droites kb, kc, dont l’angle bkc 
mesure, par conséquent, le dièdre AO. Or bo étant per- 
pendiculaire au plan AOC, l’angle kbo est droit; par une 
raison semblable l’angle kco est droit; donc, dans le qua- 
drilatère bock, l’angle bkc qui mesure le dièdre AO est 
supplément de boc, face de l’angle o. On reconnaît de 
même que les dièdres BO, CO sont les suppléments respec- 
tifs des faces aoc, aob. 

Remarque. Puisque l’angle boc est le supplément de bkc, 
si l’on prolonge bo vers b\ l’angle b'oc sera égal à bkc : 
donc l’angle formé par les perpendiculaires menées d’un 
point, aux faces d’un dièdre AO, et celui qui mesure ce 
dièdre sont égaux ou supplémentaires. 

Défiiution IX. Les deux angles trièdresOet o sont diu 
supplémentaires l’un de l’autre. 

PROPOSITION XXV. 
théorème. 

Deux angles trièdres qui ont le» dièdres égaux chacun à chacun 
sont égaux ou symétriques. 

Car, puisque dans les doux angles trièdres proposés les dièdres 
sent égaux chacun à chacun, les trièdres supplémentaires auront 
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les faces égales chacune à chacune; par conséquent ces trièdres 
supplémentaires auront aussi leurs angles dièdres égaux chacun à 
chacun ; donc enfin les trièdres proposés ont aussi les faces égales 
chacune à chacune et sont superposables ou symétriques. 
Remarque. Deux trièdres sont égaux ou symétriques 
1° S'ils ont un dièdre égal compris entre des faces égales chacune à 
chacune. 

2° S'ils ont une face égale adjacente à 2 dièdres égaux chacun à 
chacun. 

Cela se démontre par la superposition. 
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LIVRE VI. 

DES POLYÈDRES. 


DÉPifftTion /. On appelle polyèdre tout corps terminé 
de toutes parts par des plans. Ces plans terminés à leurs 
■ intersections mutuelles, se nomment des faces; les inter- 
sections des faces prennent le nom d’arèies. 

Les points d’intersection des arêtes sont appelés som- 
■ mets. 

Une diagonale d’un polyèdre est une droite qui joint 
deux sommets non situés sur la même face. 

Une surface polyèdrale est une suite de plans terminés 
à leurs intersections mutuelles; la surface peutétre fermée 
ou non. 

Définition //. On appelle tétraèdre le polyèdre à 4 fa- 
ces : c’est le plus simple des corps terminés par des plans. 
On nommepentaèdrefiexaèdre, dodécaèdre, icosaèdre, elc., 
les polyèdres à 6, 6, 12, 20, etc., faces. 

Fig. 171. Définition ni. Le prisme est un polyèdre dont deux 
faces ÂBGDE, A'B'C'D'E' sont des polygones égaux, les 
côtés égaux étant parallèles et de même sens; les autres 
faces de ce polyèdre sont des parallélogrammes ABB'A', 
BCC'B', etc. A la proposition 13 du livre 5 on voit com- 
ment ce corps se construit. L’ensemble des parallélogram- 
mes AB', B G', etc., se nomme la surface latérale du prisme. 

Définition ir. Les faces ABGDE, A'B'G'D'E' sont les 
bases du prisme. 
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DépiniTion r. La hauteur d’un prisme est la distance 
des plans des bases. 

DÉFiNiTioit ri. Le prisme est appelé droit si les arites 
latérales kh!, BB', etc., sont perpendiculaires aux bases. 

Dans ce cas, les faces latérales ÂB', 6 C, etc., sont aussi 
perpéndiculaires aux bases. La hauteur d’un prisme droit 
est égale aux arêtes latérales. 

DÉFiNiTioif ni. Un prisme est appelé triangulaire, qua- 
drangiilaire , pentagonal, etc., selon que ses bases sont 
des triangles, des quadrilatères, des pentagones, etc. 

PROPOSITION I. 

' THÉORÈME. 

Les sections KLMNO , PQRST, faites dans un prisme Fig. 171. 
par des plans parallèles , sont égales. 

Puisque les plans KMO, PRT sont parallèles, les droites 
KL, PQ le sont aussi comme intersections d’un plan ÂB' 
par deux plans parallèles (I. 6 , p. 9 ); de plus ces droites 
KL, PQ sont égales comme parallèles comprises entre des 
parallèles AA', BB'. On prouvera de même que QR est 
égal et parallèle à LM, RS à MN et ainsi de suite. Les deux 
polygones sont donc équilatéraux entre eux. Mais ils sont 
aussi équiangles entre eux. Car PQ étant parallèle à KL, 
et QR à LM, l’angle PQR est égal à KLM; de même l’angle 
QRS l’est à LMN, etc. Donc enfin ces polygones sont 
égaux. 

Corollaire t. Toute section parallèle à la base d’un 
prisme est par conséquent égale à cette base. Si donc on 
fait dans un prisme tant de sections qu’on voudra , toutes 
parallèles aux bases, elles seront égales aux bases. Il suit 
de là que si l’on fait glisser la base ABCDE de façon : l°que le 
plan reste parallèle à A'B'C'D'E'; 2 ° que le point A ne quitte 
pas l’arète AA', et 3 ® que le côté AB ne cesse pas d’être pa- 
rallèle à A'B', ce polygone ABCDE viendra coïncider suc- 
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cessivement avec toules les sections dont on a parié; ainsi 
scs côtés parcourront toute la surface latérale, cl sa sur- 
face parcourra tout le volume du prisme, ce qu’on exprime 
en disant que le prisme peut être engendré ou décrit par 
un polygone plan ABCDE qui se meut de façon qu’un de 
ses sommets A parcourt une droite AA', et que ses^iôtés 
restent chacun parallèle à lui-même. 

On peut supposer la droite AA' indéfinie dans les deux 
sens, et alors le contour du polygone décrit une surface 
prismatique indéfinie. 

On peut encore engendrer la surface prismatique en 
supposant que le polygone ABCDE reste immobile, et que 
la droite AA', prolongée indéfiniment, se meuve en restant 
parallèle à sa direction actuelle, et s’appuyant sur le con- 
tour ABCDE. 

Fig. 172 . Dépimtion rm. Le parallélipipède est un prisme dont 
les bases ABCD, EFGH sont des parallélogrammes. Ce corps 
est donc compris sous six parallélogrammes. 

Définition ix. Si le parallélipipède est droit et que les 
bases soient des rectangles, toutes les six faces sont des 
rectangles, et le corps se nomme parallélipipède rectangle. 

Définition x. Enfin, si dans un parallélipipède rectan- 
gle la base est un carré, et que la hauteur soit égale au 
côté de ce carré, la figure a pour faces six carrés égaux, et 
se nomme cube. 


PROPOSITION II. 

TBÉORÈME. 

Fig. 172 . Dans tout parallélipipède les faces opposées sont égales 
et parallèles, et les diagonales se coupent mutuellement 
en parties égales. 

Soient ABCD, EFGH les bases du parallélipipède, les- 
quelles sont, d’après la définition, des parallélogrammes 
égaux silués dans des plans parallèles. Je dis qu’il en est 
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de même de deux faoes opposées quelconques , telles que 
AF et DG. Car, puisque ABCD est un parallélogramme, la 
ligne AB est égale et parallèle à CD; de même CBFG étant 
un parallélogramme, la droite BF est égale et parallèle à 
CG; donc les angles ABF et DCG, qui ont les côtés paral- 
lèles et de même sens, sont égaux, et leurs plans sont pa- 
rallèles (I. 6, p. 12). Cela posé, si l’on a égard à l’égalité 
de ces deux angles, ainsi qu’à celle des lignes AB, DC d’un 
côté, et des lignes BF, CG de l’autre, on reconnailra que 
le parallélogramme AF est égal à DG. On raisonne de 
même pour deux faces opposées quelconques. 

En second lieu, soient deux diagonales AG, BH. Le côté 
HG est égal et parallèle à DC, qui est lui-même égal et pa- 
rallèle à AB, à cause des parallélogrammes; donc HG l’est 
aussi à AB, et la figure ABGH est un parallélogramme, dont 
les diagonales AG, BH se coupent mutuellement en deux 
parties égales (I. 1 , p. 23). On prouvera de même que 
chacune des deux autres diagonales passe au milieu de 
l’une de ces deux-là. Donc elles se coupent toutes les quatre 
en un point qui est le milieu de chacune. 

Corollaire, Puisque dans un pàrallélipipède deux faces 
opposées sont égales et parallèles , on 'peut prendre pour 
bases une face quelconque cl son opposée. 

Remarque. Les angles triédres opposés tels qae A et G, ont les 
arèles parallèles chacune à chacune, mais de sens contraire. Ils 
sont donc symétriques (I. 5, p. 22). 

Définition xi. Une pyramide est un polyèdre compris Fig. 173. 
sous plusieurs faces triangulaires SAB , SBC , SCD, etc., 
partant toutes d’un même point S, et se terminant aux cô- 
tés d’un polygone plan ABCDEF, qu’on nomme la base ; le 
point S est le sommet de la pyramide. L’ensemble des trian- 
gles SAB , SBC, etc., se nomme la surface latérale de la 
pyramide. 

Définition xii. La hauteur d’une pyramide est la per- 
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pendiculaire abaissée du sommet sur le plan indéfini de 
la base. 

Définition xiii. La pyramide est appelée triangulaire , 
quadrangulaire , pentagonale, -etc., selon que la base est 
un triangle, un quadrilatère, un pentagone, etc. La pyra- 
mide triangulaire est un tétraèdre. 

DsFiKiiioy xir. Deox points sont dits lymilriquet par rapport à 
une droite ou par rapport à un plan , lorsque cette droite ou ce 
plan est perpendiculaire au milieu de la droite qui joint ces deox 
points. 

Définitiok xr. Deux figures sont dites symétriques lorsqu’on 
peut les placer par rapport à un plan de façon que chaque point de 
l'une des figures ail , relatiTcmenl à ce plan, son symétrique dans 
l'autre. 

PROPOSITION 111. 

THÉORÈME. 

Fig. 174. pluliaurs points A , B , C , D déterminent un polygone plan , 
leurs symétriques A', B', C', D'..., pris par rapport d'un plan quel- 
conque abc , détermineront un polygone égal au premier. 

Soient menées les droites AA', BB', CC', DD'... qui rencontrent 
le plan de symétrie aux points a, b. c, d... D’après la définition on 
a Ao = A'a. Bé = B'b. Cc=C'cDd= D'd. Par suite le trapèze a&BA 
peut se superposer avec aéB'A'. Car l’angle droit ba\ coïncidera 
avec baA', et comme aX=aA.', le point A tombera on A', de même 
B tombera sur B' ; donc AB = A'B'. On prouvera aussi que BC = 
B'C', CD =: C'D' et en général que la distance de deux points est 
égale à celle de leurs symétriques. Donc aussi le triangle ABC qui 
a pour sommets trois points quelconques A , B, C , est égal à celui 
qui a pour sommets leurs symétriques A', B', C', puisque ces trian- 
gles sont équilatéraux entre eux. Ainsi l’angle ABC=A'B'C', l’angle 
ABD=A'B'D', l’angle DBC=D'B'C'. Or, comme la figure ABCD est 
plane, on a 

ABC=:ABD-hDBC, 

donc aussi A'B'C'= A'B'D'-I- D'B'C' , 

et par conséquent la figure A'B'C'D' est aussi plane, sans quoi les 
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iroia angles A'B'C', A'B'D', D'B'C' formeraieDt qd angle triédre 
convexe dans lequel chaque face serait moindre que la somme des 
deux autres. Il résulte de là que les deux Ogiires ABCD, A'B'C'D' 
sont cquilatérales et équiangles entre elles; donc elles sont égales. 

Corollaire 1. Tous les points do plan ABCD ont donc leurs sy- 
métriques dans le plan A'B'C'D'. De plus, une droite AB peut être 
considérée comme l'intersection de deux plans ; donc les symé- 
triques de tons les points d'une droite sont en ligne droite. Ainsi 
pour que deux polygones soient symétriques, il suffit que les som- 
mets le soient respectivement, pourvu que deux sommets do l'un 
des polygones ne déterminent un côté, que si leurs symétriques 
dans l'autre sont dans le meme cas. Et pour que deux polyèdres 
soient symétriques, il suffit que les sommets le soient respective- 
ment , pourvu que trois sommets, non en ligne droite, ne soient 
sur une face do l'un des polyèdres, que si leurs symétriques dans 
l'autre sont dans le même cas. Ce qu'on vient dc^dire convient à 
tous les polyèdres convexes on non. 

PROPOSITION IV. 

TB^RÈME. 

Diux polyèdres symétriques sont compris sous un même nombre de 
faces égales chacune à chacune , et les angles polyèdres dont les som- 
mets sont des points symétriques . sont des angles polyèdres symé- 
triques. 

Si l'on prend une face de l'un des polyèdres, le lieu des points 
symétriques de-tous ceux de cette face est un polygone égal à cette 
face (p. 3, c.). Donc les deux corps sont compris sous un mémo 
nombre de faces égales chacune à chacune. 

En second lieu soient S,S' deux sommets symétriques ; A,B,C,D,E 
les sommets adjacents à S; A', B', C', D', E' leurs symétriques. De 
ce qui a été prouvé (p. 3) il résulte que l'angle ASB = A'S'B', BSC 
=B'S'C', etc.; ainsi les angles polyèdres S, S' ont les faces égales 
chacune à chacune et assemblées par les arêtes homologues. Si 
l'on Conçoit les plans ASC, A'S'C', les angles ASC, A'S'C' seront 
aussi égaux ; donc les angles triédres SABC , S'A'B'C' ont les faces 
égales chacune à chacune, et les dièdres DS, B'S' sont égaux (I. 5, 
p. 22). On prouvera de même que les antres dièdres formés de part 
et d'autre par des faces égales, sont égaux. Aciuellemont si l'on 
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lait parcourir les deux aogles polyèdres S, S' i deux perpendicu- 
laires dans le sens ÂBC, etc., A.'B‘C', etc., conformément à la 
convention établie (l. 5, p.22, r. 1), on reconnaitra que dans l’an- 
gle S les angles dièdres étant formés à droite, ceux de l'angle S' 
le sont à gauche. Donc les angles polyèdres S , sont symé- 
triques. Pour s’en assurer d’ailleurs on n’a qu’l placer l’aréte BS 
sur B'S' et AS snrÀ'S', et on reconnaîtra que les angles polyèdres 
ne sont pas superposables. 

Corollaire 1. Tous’, les symétriques d’un même polyèdre 'sont 
superposables. Car nommons S", A", B", etc., les sommets symé- 
triques de S , A , B , etc. , par rapport à un plan quelconque, dif- 
fèrent du plan MN. Les angles S", S , symétriques du même an- 
gle S , seront égaux ( I. 5 , p. 22 , r. 1 ) et se su perposeront ; tous 
les polygones , faces de S", se superposeront avec les faces res- 
pectives de S'. Les angles polyèdres formés en A', A", seront 
aussi superposables, et comme deux de leurs faces sont déjà super- 
posées, savoir les faces dont font partie les angles A'S'B', A'S'E', 
ces deux angles coïncideront dès que S', S" sont superposés, et 
ainsi de suite. 

CoroKatrs 2. Deux polyèdres terminés par des faces égales deux 
1 deux formant de part et d’autres des angles polyèdres symétri- 
'’ques, sont symétriques; car le second polyèdre sera superposable 
, avec le symétrique du premier. Il s’ensuit que les deux prismes 
' triangulaires dans lesquels se décompose un parallélipipède sont 
symétriques. 

Corollaire 3. Cn corps est superposable avec son symétrique 
toutes les fois que ce corps peut être divisé lui-mème par un plan 
en deux parties symétriques par rapport! ce plan. Car si l’on prend 
ce même plan pour plan de symétrie , aQn de construire le symè- 
^trique du corps donné, chacune des deux parties aura l’autre pour 
symétrique, et par conséquent le symétrique du corps se confond 
avec le corps même. 

Corollaire A Le symétrique d’un angle polyèdre peut se former 
comme celui d’un polyèdre, an moyen d’un plan de symétrie. 

Définition xri. Deux figures, sont dites semblables, si 
on peut les placer de façon qu’à chaque point de l’une il 
répohde dans l’autre un point distinct tel que la droite qui 
joint ces points correspondants, aille passer en un point 
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donné» et y soit divisée en 2 segments dont le rapport est 
constant. Si les segments sont tous soustractifs , la simili- 
tude est dite directe; si les segments sont tous additifs , 
la similitude est dite inverse. Voyez d’ailleurs les définitions 
6 à 10, livre 3. 

DÈFixiTtoa XVII. Deux plans sont appelés diomologues 
si l’un des deux contient trois points homologues à trois 
points respectifs de l’autre. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Deux figures, directement semblables à une troisième , Fif. 170. 
sont égales, si ces deux figures ont une dimension égale, 
pourvu que cette dimension soit homologue à une même 
dimension de la troisième figure. 

Soient abcd..., a'b'c'd'... les deux figures supposées di- 
rectement semblables à la troisième ÂBCD .. . etc. Soient 
O , O' les centres de similitude. On prouvera ici cômmc 
à la proposition 11 du troisième livre, que si ab =z a' b', 
on a aussi ac ■=. a'c', ad — n'd. De plus ab et a'b' seront 
parallèles entre elles comme parallèles à AB; ac,a'c' seront 
aussi parallèles entre elles, etc. Si donc les 4 points A, B» C, D 
sont dans un même plan, les plans abc, abd (I. 5, p. 12) 
parallèles tous les deux à ce plan ABCD..., coïncideront; de 
même a', b', c', d, seront dans un plan. Par conséquent 
on pourra placer ab sur son égal a'b', ad coïncidera avec 
dd, ac avec a'c', et tous les points de abcd... qui seront 
dans le plan abcd..., coïncideront avec les points corres- 
pondants de a' Â'c’cT... Supposons actuellement que le point 
d ne soit pas dans le plan abc, on aura en a un angle triè- 
dre abcd qui aura ses arêtes parallèles à celles de l’angle 
trièdre a'b'c'd, et comme les arêtes parallèles sont de même 
sens, ces deux angles trièdres sont égaux et superposables. 

Donc après que le plan bac aura coïncidé avec le plan 
b'dc', un point quelconque d, pris hors de ce plan , coïn- 
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cidera avec un certain point d’ de la seconde figure. Donc 
ces deux figures sont égales. 

Corollaire. On peut donc prendre le centre de simili- 
tude à volonté lorsqu’il s’agit de construire une figure 
semblable à une figure donnée; on peut le prendre dans 
l’espace, même s’il s’agit d’une figure plane. Par consé- 
quent dans l’espace, toute figure semblable à une figure 
plane, est également plane, ce qui montre que tous les 
points d’un même plan ont leurs homologues dans un plan 
qui est d’ailleurs parallèle au premier. 

Remarque. Les Jeux figures abed . . . , a'b'e'd'. . . seraient encore 
égales, si elles étaient toutes les deux inversement semblables à 
la troisième. Enfin, si ces deux premières sont planes , elles sont 
égales encore si l’une est directement, l'autre inversement sem- 
blable à la troisième. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Toute figure semblable à un polyèdre est un second po- 
lyèdre ayant autant de faces que le premier. 

Car le lieu de tous les points homologues à ceux d’une 
face du polyèdre donné forme une face semblable et paral- 
lèle à celle-là (p. 5, c.). Comme il en est de meme de cha- 
que face de l’une des figures par rapport à l’autre, il s’en- 
suit que la seconde figure est un polyèdre ayant autant de 
faces que le premier. 

Corollaire. Pour que deux polyèdres soient semblables, 
il suffit donc qu‘on puisse les placer de façon qu’à chaque 
sommet de l’un, il réponde dans l’autre un sommet qui soit 
un point homologue du premier par rapport à un centre de 
similitude quelconque, pourvu cependant que, si plusieurs 
sommets de l’un quelconque des deux polyèdres, déter- 
minent une face, il en soit de même de leurs homologues 
dans l’autre. 
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PROPOSITIOIN VU. 

TBÉORÈHE. 

Dans deux polyèdres directement semblables , les faces pig. 177. 
homologues sont semblables, également inclinées, sem- 
blablement disposées , et les angles polyèdres homologues 
sont égaux; et réciproquement. 

Soient ÀBCDEFGHIK... plusieurs faces adjacentes d’un 
polyèdre ; abed. . . ., celles d'un second polyèdre directe- 
ment semblable au premier; O le centre de similitude. A 
chaque face ABCD, ADEF du premier polyèdre, répond 
une face semblable abcd, adef dans le second... Ces faces 
sont assemblées de part et d’autre, par des sommets homo- 
logues; celles qui sont semblables sont aussi parallèles et 
de meme sens (p. 6, c.) ; par conséquent elles sont égale- 
ment inclinées et semblablement disposées. D’ailleurs, les 
angles polyèdres homologues tels que A, a, composés de 
faces égales, également inclinées, sont égaux et superpo- 
sables. 

Réciproquement, soient deux' polyèdres ABCD etc., 
ab'c'd', etc., compris sous des faces semblablês chacune à 
chacune, formant des angles polyèdres égaux chacun à 
chacun -.jedisque ces deux polyèdrcssontsemblables. Sup- 
posons que les sommets homologues des faces semblables 
soient ceux qui portent les mêmes lettres. Prenez une droite • 

ad égale à céd! et parallèle à AD. Joignez Aa, Dd que vous 
prolongerez jusqu’à leur rencontre on O, et construisez le 
polyèdre abcd, etc., semblable à ABCD, etc. La face abcd 
sera semblable à ABCD; a'b'c'd' l’est aussi , et comme ad, 
a'd', homologues à AD, sont égales, ces deux faces le sont. 

On conclura de même pour les autres. L’angle polyèdre a 
sera égal à A, et comme a! l’est aussi, on aura a — a'. On 
pourra donc superposer a sur d; les faces de même nom 
coïncideront, et en allant d’un angle polyèdre à l’autre, on 
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établira la coïncidence des polyèdres abcd, etc., db'c'd, etc. 
Donc a'b'c'd', etc., est semblable à ABCD 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres , directement semblables , peuvent se dé- 
composer en un même nombre de tétraèdres semblables , 
et semblablement assemblés , et réciproquement. 

Supposons que les polyèdres proposés soient convexes. 
Soit A un sommet de l’un des polyèdres; divisez en trian- 
gles toutes les fiices, excepté celles qui sont adjacentes au 
sommet A, et regardez chacun de ces triangles comme la 
base d’un tétraèdre ayant son sommet en A. Ce polyèdre 
sera décomposé en tétraèdres. Soit a le sommet qui, dans 
le second polyèdre , est homologue à A ; décomposez les 
faces non adjacentes au sommet a en triangles , au moyen 
de lignes homologues. à celles qui ont été tracées sur le 
premier polyèdre, et le second polyèdre pourra aussi se 
décomposer en tétraèdres. Or deux tétraèdres qui auront 
pour bases des triangles semblables, seront semblables, 
comme ayant pour sommets des points homologues pris 
de part et d’autre (p. 6 , c.). Dope les deux polyèdres 
seront décomposés en tétraèdres semblables, assemblés 
par des sommets homologues, c’est-à-dire semblablement 
arrangés. La réciproque se démontre à peu près comme 
celle de la prop. 7. 

Remarque 1. Tout polyèdre non convexe peut se décomposer on 
potyedres convexes. Car si l’on considère une face qui , prolongée, 
coupe d'autres faces , et qu'on la prolonge en effet , elle décompose 
le polyèdre en deux autres dont chacun a moins de faces que le 
polyèdre donné. Opérant do même sur chacun de ces corps par- 
tiels, et ainsi de suite , on arrivera à la décomposition demandée ; 
car dans le cas le plus défavorable, on arrivera à des tétraèdres, 
qui sont nécessairement convexes. 
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Remarque 2. Il existe sur la similitude des tétraèdres 
des propositions analogues à celles qui ont été établies 
sur les triangles. On les démontre en suirant une marche 
analogue. ' 

PROPOSITION IX. 

TBéORÉHE. 

La surface latérale d’un prisme est égale à V arête AA', 17«- 

multipliée par le contour d’une section KLMNO , perpendi- 
culaire aux arêtes. 

Car cette surface se compose d’une série de parallélo- 
grammes AB', BC', CD', etc. , dont chacun a pour mesure 
le produit de la base par la hauteur. Mais le plan KLMNO 
étant perpendiculaire aux arêtes AA', BB', etc., il s’en- 
suit que ces arêtes sont perpendiculaires aux droites KL, 

LM , etc. , situées dans ce plan ( I. 5 , p. 3 ). Donc , si l’on 
prend AA', BB', etc., pour bases de ces parallélogrammes , 
les hauteurs seront KL , LM , MN , etc. Ainsi la surface 
AB' a pour mesure 

AA'xKL, 

de même, la surface BC' a pour mesure 
BB'xLM ou AA'xLM, 

et ainsi des autres. Donc la somme de ces parallélogrammes 
a pour mesure AA'x(KL-+-LM-+- etc.) , c’est-à-dire 
l’arête AA' multipliée par le contour de la section KLMNO 
perpendiculaire aux arêtes. 

Corollaire. Si le prisme est droit, la section KLMNO est 
égale à la base, et la surfhce conTcxe du prisme est égale 
à son arête ou à sa hauteur , multipliée par le périmètre 
de la base. 

DÉFiHiTioii XFin. Une pyramide est dite régulière , si fJj. 173. 
la base ABCDEF est un polygone régulier, et que la hau- 
teur SO passe au centre O de cette base. La surface laté- 
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Fig. 173. 


Fig. 178. 


raie d’une pareille pyramide se compose de triangles isos- 
cèles égaux, 8AB, SBC, etc. Car les rayons du polygone 
AO ,, BO , etc. , étant égaux , les arêtes AS , BS , etc. , sont 
égales comme obliques qui s’écartent également de la per- 
pendiculaire. Donc ces triangles sont équilatéraux entre 
eux et d’ailleurs isoscèles. La hauteur SG de l’un de ces 
triangles, ligne qui a la même longueur pour tous, se 
nomme [’apothème de la pyramide. 

PROPOSITION X. 

THÉORèHE. 

La surface latérale d’une pyramide régulière est égale 
au périmètre de la base multiplié par la moitié de l’apo- 
thème SG. 

Car l’aire du triangle SAB est égale à AB X ^ SG ; il en 

est de même des autres triangles SBC, SCD, etc. Donc la 
somme de ces triangles est égale à ( AB-| 7 BC-f— • •+FA ) 

xlsG. 

Remarque sur le rapport des volumes. Un parallélipi- 
pède peut se diviser en parties égales. Si l’on divise l’arête 
AF en 11 parties égales, et que par les points de division 
on mène des plans parallèles à la base AD , le parallélipi- 
pêde AA' sera aussi divisé en 1 1 parties égales ; la réunion 

2 

de deux de ces parties fait les — de AA'. Ainsi un paral- 

lélipipède peut être multiplié par un nombre commensu- 
rable quelconque. 

On peut aussi multiplier un parallélipipède par un nombre in- 
commensurable ; c'est ce qu'on reconnaîtra , comme ou l'a vn au 
commencement du livre 4 , pour le parallélogramme. 
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Cela posé , le rapport de deux parallélipipèdes est un 
nombre abstrait tel , que le produit du second parailélipi- 
pède par ce nombre est égal au premier, et en général : 
DÉpiniTiOH XIX. Le rapport des voluraes de deux corps 
est un nombre abstrait tel, que le produit du second corps 
par ce nombre est égal au premier. 

Si donc nous disons qu’un corps M est à un corps N, 
par exemple comme 2:11, il faut entendre que M vaut 


2 

les — de N. Réciproquement, si N est divisé en 11 par- 


ties égales et que M contienne exactement deux de ces 
parties, on dira que M : N :: 2 : 11 (comparez I. 3 , p. 3 , 
d. 6 , et I. 4, d.2). 


A l’appui de celle défluilion , remarquez que li, >aus toucher à pig. 178. 
la base AD, on fait varier l’aréle AF infiuiment peu , le parallélipi- 
péde varie aussi infiniment peu; de sorte que slVarète AF varie 
d’une manière continue depuis zéro jusqu’à l’infini , le volume du 
parallélipipède varie de même. .Si donc on a à comparer les vo- 
lumes do deux corps, on peut Icujours les supposer remplacés par 
des parallélipipèdes a;ant même base ABCD, et un angle trièdre 
commun en A. Dés lors l’idée du rapport des volumes de cës corps 
devient trés-nelto et très-précise. 

DépiruTiON XX, La mesure du volume d’un corps est le 
rapport de ce volume à un autre pris pour unité. On mon- 
trera comment le rapport des volumes se ramène aux rap- 
ports des surfaces et des lignes (comparez I. 4 , d. 3). 

Le mot équivalent s’applique aux volumes comme aux 
aires. 


PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

Si deux parallélipipèdes AA', GG' ont un angle trièdre fjg, 17 g. 
égal en S. et en G, leurs volumes sont entre eux comme les 
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produits des arêtes qui forment de part et d’autre l’angle 
égal, de sorte qu'on a 

AA' : GG’ :: ABxACxÂF : GKxGHxGL. 
Supposons qu’on ait AB : GK : : 7 : 4 

AC:GH::3:2 (1) 

AF:GL::lt:6, 

les arêtes que l’on compare étant celles qui prennent la 
même direction , lorsqu’on superpose les angles A et G. 

Divisons AB en 7 parties égales , GK en contiendra 4 ; 
divisons de même AC en 3 parties égales, GH en contien- 
dra 2. On pourra donc décomposer la base AD en 7x3 
parallélogrammes égaux , la base GI en contiendra 4x2. 
Si par les sommets de ces parallélogrammes on mène des 
parallèles aux arêtes latérales dans chacun des deux corps, 
le premier AA' pourra se décomposer en 7 x3 parallélipi- 
pèdes égaux , ayant pour bases les parties de la base AD , 
et pour arêtes latérales des lignes égales à AF. Dans GG' 
les différentes parties auront des arêtes latérales égales à 
GL, et le nombre en sera 4x2. 

Divisons maintenant AF en 1 1 parties égales ; GL en 
contiendra 5. Si par les points de division de AF et de GL 
on mène des plans parallèles aux bases, chacun des 7x3 
parallélipipèdes partiels de AA' sera divisé en 1 1 parties 
égales , telles que kacdgfeb ; AA' en contiendra donc 
7 x3xll. De même GG' en contient 4x2x5, et comme 
ces parties sont toutes égales, on a (d. 19) 

(2) AA': GG':; 7x3x11; 4x2x6. 

Mais les proportions (1) multipliées par ordre donnent 
ABxACxAF; GKxGHxGL:: 7.3.11 ; 4.2.6. 

Cette proportion ayant un rapport commun avec (2) , on 
en déduit 

• AA' : GG' :: ABxACxAF :GKxGHxGL. 
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Si les arèles correspoodantes ne sont pas commensnrables entre 
elles , cette proportion a encore lieu en vertu de la proposition 4 
du livre 3. 

Corollaire. Soit P un parallélipipèdc rectangle, A,B,C 
ses trois arêtes, p un cube, a son arête. D’après le théo- 
rème qu’on vient de prouver, on a 

P;p:;AxBxC;aXaXa, 

P A B C 

ou - = - X - X -• 

P a a a 

Prenons p pour unité de volume, a pour unité de lon- 
P 

gueur ; — sera (déf. 20) la mesure du parallélipipêde P; 

A C , J 

— , - , — seront les mesures de ses trois aretes. Donc la 
a a a 

mesure du volume d’un parallélipipêde rectangle est égal 

P 

au produit de ses 3 arêtes. Si l’on représente la mesure - 

par P. , ^ par A.,^, ^ par B,, C,, la relation précédente 
peut s’écrire sous la forme 

P. = A. xB.xC.. 

Dans cette relation , de même que dans l’énoncé précé- 
dent , il y a deux unités sous-entendues : l’unité de lon- 
gueur et l’unité de volume , qui est le cube construit sur 
l’unité de longueur. 

Le prôduit de A,xB, n’est autre chose que l’aire du 
rectangle qui a pour côtés les arêtes A, B (1.4, p. 1, c. 1). 
Si on regarde ce rectangle comme la base du parallélipi- 
pède, l’arête C en sera la hauteur, et l’on peut encore dire 
que le volume du parallélipipêde rectangle est égdl au 
produit de sa base A. xB, , par sa hauteur C,. Ici il y a 
trois unités sous-entendues : 1° l’unité de longueur; 2” l’u- 
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nité de surface qui est le carré construit sur l’unité de 
longueur ; 3“ l’unité de volume qui est le cube construit 
sur celle même unilé de longueur. Tous les énoncés ana- 
logues au précédent devront être entendus de la même 
manière dans le reste de cet ouvrage. 

Pour mesurer le volume d’un parallélipipède rectangle 
en mètres cubes , il faudra donc mesurer ses trois arêtes 
en mètres, et faire le produit de ces trois mesures; si les 
arêtes sont mesurées en pieds, ce produit sera le volume 
du parallélipipède exprimé en pieds cubes ; si les arêtes 
sont exprimées en décimètres, le volume le sera en déci- 
mètres cubes. 

Supposons qu’il s’agisse de trouver le volume du parai 
lélipipède rectangle dont les arêtes contiguës sont 
A, = l”,21 , B.=0'",32 , C, = 0"-,0I2. 

On aura A, xB, =0,3872, 

puis A, xB.xC, = 0,3872x0,012 

= 0,0046464. 

Tel est le volume cherebé; l’unité est le mètre cube que 
l’on indiquera par le signe 

Actuellement, remarquons que le mètre se divisant en 
dix décimètres, le mètre cube, mesuré en décimètres cu- 
bes, vaudra 1000 (p. 11, c. 2). Par conséquent les mil- 
lièmes du mètre cube sont des décimètres cubes. De 
même les millionièmes sont des centimètres cubes, les 
billionièmes sont des millimètres cubes. Donc le nombre 
trouvé ci'dessus vaut 4 décimètres cubes, 646 centimètres 
cubes, 400 millimètres cubes. 
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PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Le volume d’un prisme quelconque est égal au produit 
de sa base par. sa hauteur^, 

1“ Soit un prisme triangulaire droit ABCA'B’C'. Du Fig. 179. 
point B, sommet du plus grand des trois angles de la base 
ABC, menez BD perpendiculaire à AC; par BD et BB' 
faites passer le plan BD', qui partagera le prisme en deux 
autres ayant pour bases les triangles rectangles ABD, DBC. 

Sur les triangles ABD, A'B'D' achevez les rectangles AEBD, 
A'E'B'D', et joignez EE'. Les deux prismes droits AEDD*, 

ABEE' seront superposables ; en effet , la base ABD peut 
se placer sur AEB, et les arêtes latérales, toutes perpen- 
diculaires aux bases, coïncideront eomme étant d’ailleurs 
égales. Or le parallélipipèdc rectangle ABEE'D a pour me- 
sure aire ADBE x BB' ; donc chacun de ces prismes a pour 
mesure la moitié de ce produit, ou ABDxBB'. Par une 
raison semblable, le prisme DBCB' a pour mesure BDCx 
BB'; donc le prisme donné a pour mesure (ABD+RDC)x 
BB' ou ABCx BB', c’est-à-dire le produit de la base par la 
hauteur. 

2° Soit un prisme triangulaire oblique ABCDEF, mais Fig. 180. 
dônt l’une des faces latérales AE est un rectangle. Des points 
B, E, menez BC', EF', perpendiculaires à CF; les plans 
ABC', DEF' seront perpendiculaires à BE (I. 6, p. 3) et dé- 
terminerontun prisme droit ABC'DEF'. Ce prisme est équi- 
valent au prisme proposé. En effet, les faces latérales 
étant des parallélogrammes, on a CF = AD =C'F'; donc 
CF' — CF =CF' — C'F' ou CC'=FF'. Si donc on superpose 
le triangle DEF' avec son égal ABC' , la droite FF' , perpen- • 
diculaire à l’un , prendra la direction de CC' perpendicu- 
laire à l’autre, et le point F tombera en C, de sorte que 
les deux tétraèdres ABC'C, DDF'F sont égaux. Ainsi, le 

< Voyez la dernière note â la fln de la Géométrie. 
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corps ABCF'DE-ABC’C = ABCF’DE-DEl''F, c’esuà-dire 
le prisme droit ABC'F'DE est équivalent au prisme pro- 
posé. Le premier a pour mesure DEF' X AD , qui est par 
suite aussi la mesure du second. Cela posé, du point A 
menons une perpendiculaire AH au plan DEF, et soit H 
son pied ; du point F' menons F'G perpendiculaire à 
DE, et tirons FG, qui sera aussi perpendiculaire à DE 
(I. 5, p. 6); les triangles DEF, DEF', ayant même base, 
seront entre eux comme leurs hauteurs GF, GF' (I. 4); 
d’un autre côté, l’angle FGF' mesure le dièdre DE (I. 6, 
p. 19) ; l’angle DAH est donc égal à FGF' (1. 5 , p. 24, c. 1), 
puisque ces deux angles sont aigus. Par suite, les triangles 
rectangles FGF', DAH sont semblables, et l’on a GF : 
GF' : : AD : AH ; donc aussi 


Ainsi le prisme est égal à sa base DEF, X sa hauteur AH. 

3* Si aucune des faces latérales du prisme donné IKLMNO 
n’est un rectangle , par les trois points I , K , L menez 
des plans perpendiculaires à IM; l’un de ces plans sera 
compris entre les deux autres. Admettons que c’est celui 
. qui passe par I ; il coupera KL entre K et L, et le plan IKL 
en une droite IR; le plan IRM coupera la face MNO en une 
droite MP parallèle à IR (I. 6, p. 1 1) et le plan LN en une 
droite PR parallèle à IM (1. 5, p. 8); la ligure IRPM est 
donc un parallélogramme et même un rectangle, puisque 
IR est dans un plan perpendiculaire à IM. Donc notre 
prisme se décompose en deux autres dont les bases sont 
IRK, IRL; et comme ils ont chacun une face rectangulaire 
. PI, cbacun d’eux a pour mesure sa base, multipliée par la 
hauteur commune. Donc le prisme proposé a aussi pour 
mesure sa base, multipliée par la hauteur. 

Fig. 181. 4° Soit enfin un prisme quelconque ABCDEA'. On par- 

tagera la base en triangles ABC, ADC , ADE; par les droites 


d’où 


DEF: DEF':: AD: AH, 
DEF X AU = DEF' X AD. 
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âC, ad on fait passer des plans qui conlicnncnl l’arètc 
AA', ce qui décomposera le prisme donné en prismes 
triangulaires, dont chacun aura pour mesure le produit 
de sa base par la hauteur du prisme donné. Leur somme 
aura donc pour mesure le produit de cette hauteur par la 
somme des bases, c’est-à-dire par la hase ABCDE. 

Corollaire 1. Deux prismes de même hauteur cl de 
bases équivalentes sont égaux en volume. 

Corollaire 2. Deux prismes de même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases, et deux prismes de bases équiva. 
lentes sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

Si deux pyramides de même hauteur ont leurs bases sur Fig. 182. 
un même plan , et qu'on les coupe par un plan mn paral- 
lèle à celui des bases : 

I® Les arêtes latérales et la hauteur sont coupées pro- . 
portionnellement ; 

2“ Les sections sont semblables aux bases , et sont entre 
elles comme ces bases, 

1® Soient ABCDE, FGH les bases; puisque les deux py- 
ramides ont même hauteur, on peut leur supposer le même 
sommets. Soient a, b, c„. les points où les arêtes latérales 
sont rencontrées par le plan mn. Les droites ab, AB sont 
parallèles comme intersections du plan ASB par les plans 
parallèles mn, AG; donc on a Sa : SA :: SA : SB, de même 
Sc : SC : : y : SF : : etc. 

2® Les figures ABCDE, abede sont semblables, puisqu’à 
chaque sommet A , B... de l’une répond dans l’autre un 
sommet a , A, tel que les droites Aa, BA... concourent en 
S et y sont divisées proportionnellement. Par conséquent 

ABCDE :aAcde:: AB :aA (1. 4, p. 7). Mais le rapport AB: aA 
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est égal au rapport de similitude SA : Sa. Donc 
ABCDE : abcde SA : Sa, 

de même FGII -fgh ; : SF ; S/; 

or , puisque SA : Sa :: SF : Sf, on aura 

ABCDE : abcde : : FGH ‘fgh. 

Corollaire. Si les bases ABCDE, FGH étaient équiva- 
lentes , les sections abcde , fgh le seraient aussi. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

183 . Deux tétraèdres de même hauteur et de bases équiva- 
lentes sont égaux en volume *. 

Soient DABCjD'A'B'C' les deux tétraèdres dont les bases 
équivalentes ABC, A'B'C' sont supposées situées sur un 
même plan ; soit AE la hauteur commune. Si les deux té- 
traèdres n’élaient pas équivalents, soit DABC le plus grand. 
Divisez la hauteur AE en parties égales infiniment petites, 
'et par les points de division menez des plans parallèles 
aux bases; soient ade, a'd'e' les sections faites par l’un de 
ces plans; elles sont équivalentes (p. 13 , c.). Il en sera de 
même des deux sections faites par l’un quelconque de ces 
mêmes plans. Sur la base ABC et sur l’arète Aa construi- 
sez le prisme ABCaic,- faites de même sur la section ade 
et l’arète af, sur fgh eX.fi, sur ikl et fD. La somme de ces 
prismes sera plus grande que le tétraèdre DABC. Sur les 
sections a' d'e'j/'g' A', f/r'/' du second tétraèdre, construisez 
des prismes intérieurs ayant pour arêtes les parties C'a', etc., 
de l’arète C'D'. La somme de ces prismes sera plus petite 
que le second tétraèdre. Donc la différence entre les deux 
sommes de prismes est plus grande que la différence des 
des deux tétraèdres. Or, à partir d’en haut , les prismes de 
même rang sont équivalents. Car , par exemple , les deux 
'Voyez l.t dernière noie à la fin de ta Géotnèlric. 
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premiers ont des bases équivalenles Hd , th’t, et même 
hauteur; U en est de même des suivants jusqu’au dernier 
du second tétraèdre comparé à l’avant-dernier du tétraè- 
dre DÂBC. La différence entre ces deux sommes est donc 
égale au prisme ABCaéc, qui est infiniment petit comme 
ayant une hauteur infiniment petite. Donc la différence 
entre les deux tétraèdres est aussi infiniment petite; ainsi 
on ne peut lui supposer aucune valeur, quelque petite 
qu’elle soit; elle est donc nulle, et ces deux corps sont 
égaux en volume. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Le volume d’une pyramide quelconque est égal au pro- Fig. 184, 
duit de la base par le tiers de la hauteur. 

Soit d’abord un tétraèdre EABC; je dis qu’il est le tiers 
du prisme triangulaire DABCEF,qui a même base et même 
hauteur. Car si de ce prisme on ôte le tétraèdre EABC , il 
reste la pyramide EACFD, qui a pour base le parallélo- 
gramme DÂCF. Menez le plan EAF, qui décomposera cette 
pyramide dans les deux tétraèdres EACF, EADF, ayant 
pour bases les deux triangles égaux ADF , ACF ; ces bases 
sont d’ailleurs sur un même plan, les sommets des deux 
tétraèdres sont au même point E, de sorte qu’ils ont aussi 
même hauteur, et sont équivalents (p. 14). Mais les té-' 
traèdres ADEF, EABC peuvent être considérés comme 
ayant pour bases les deux bases du prisme, c’est-à-dire les 
triangles DEF, ABC qui sont égaux, et pour hauteur celle 
du prisme. Ces deux tétraèdres sont donc aussi équiva- 
lents. Donc le prisme est la somme de trois tétraèdres équi- 
valents; par conséquent l’un de ces corps E.\6C est le tiers 
du prisme, et a pour mesure le produit de la base par le 
tiers de la hauteur (p. 12). 

Soit actuellement une pyramide quelconque SABCDE. Fig. 182. 

14 
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Divisez la base en triangles ABC, ACD,' ADE. Par les dia- 
gonales AD, AC et par l’arète SA, faites passer des plans 
qui décomposeront la pyramide donnée en tétraèdres ayant 
même hauteur que la pyramide proposée , et pour bases 
CCS différents triangles. Chacun de ces tétraèdres a pour 
mesure le produit de sa base par le tiers de sa hauteur; 
donc leur somme aura pour mesure le tiers de la hauteur 
multiplié par la somme des bases, c’est-à-dire par la base 
ABCDE. 

Corollaire 1. Toute pyramide est le tiers du prisme de 
même hauteur et de base équivalente. 

Corollaire 2. Deux pyramides de bases équivalentes sont 
entre elles comme leurs hauteurs, et deux pyramides de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases. 

Corollaire 3. Deux tétraèdres qui ont on angle triédre égal sont 
entre eux comme tes produits des arêtes qui comprennent cet angle. 
Car si sur les arêtes de ces angles on construit des parallélipipédes. 
CCS deux corps seront entre eux comme ces produits (p. 11). Or 
chacun de ces tétraèdres est le sixième do parallélipipède corres- 
pondant. Donc les tétraèdres sont aussi entre eux comme ces 
mêmes produits. 

Corollaire A. Tout polyèdre peut être décomposé en 
pyramides; par conséquent on saura évaluer le volume 
d’un polyèdre quelconque. 

Fig. 182. Dèfinitiok XXI. On appelle tronc de pyramide la par- 
tie comprise entre la base ABCDE d’une pyramide , et un 
plan abede parallèle à cette base; Les polygones semblables 
ABCDE, abede sont les bases du tronc; la perpendiculaire 
menée entre ces deux bases est la hauteur du tronc. 
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PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Le tronc de pyramide est égal à la somme de trois py- 
ramides ayant pour hauteur commune celle du tronc et 
pour bases, l’une la base inférieure, l’autre la base su- 
périeure, la troisième, une moyenne proportionnelle entre 
ces deux bases. 

Soit SXBCDE la pyramide entière , abcde la base supé- 
rieure. Sur le plan delà base ABCDE soit pris un triangle 
FGH équivalent à cette base. Prenons ce triangle pour base 
d’une pyramide SFGH qui ait son sommet en S; celte nou- 
velle pyramide sera équivalente à la pyramide donnée , 
comme ayant base équivalente et même hauteur (p. 15, 
c. 2). Mais si l’on prolonge le plan de la base il cou- 

pera le tétraèdre SFGH suivant un triangle , équiva- 
lent à abcde (p. 13, c.). Les deux pyramides partielles 
Sabede, Sfgli ont donc aussi la même hauteur et des 
bases équivalentes; elles sont donc équivalentes. Donc, si 
des pyramides totales, qui le sont aussi, on ôte les deux 
petites pyramides, les deux troncs ABDaAd, FGH^/t sont 
aussi égaux en volume. Par conséquent, tout tronc de py- 
ramide ABDaAd peut être transformé en un tronc de té- 
traèdre de même volume , ayant la même hauteur et des 
bases respectivement équivalentes. II suffit donc de dé- 
montrer la proposition actuelle pour le cas du tronc de 
tétraèdre. 

Soit ABCDEF un tronc de tétraèdre. Par les trois points Fig. 185. 
A, E, C faites passer un plan qui détachera du tronc le 
tétraèdre EABC , ayant pour base la base inférieure ABC 
du tronc, et pour hauteur celle du tronc, puisque le som- 
met E se trouve sur le plan DEF ; c’est le premier tétraèdre 
demandé. Reste la pyramide quadrangulaire qui a pour 
sommet le point E, et pour base le trapèze DACF. Par les 

i4. 
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trois points D , E, C on fera passer un plan qui décom- 
posera celle pyramide dans les deux tétraèdres EDFC, 
EDAC. Le tétraèdre EDFC peut être considéré comme 
ayant pour base le triangle EDF, base supérieure du 
tronc, pour sommet le point C, et par conséquent pour 
bailleur celle du tronc. C’est le second tétraèdre demandé. 
Quant au dernier EDAC, pour le transformer, on mènera 
du point E la droite EG parallèle à DA. Celle droite EG 
sera parallèle au plan DAC (1. 6, p. 8), et par suite par- 
tout également distante de ce plan (1. 5, p. 8, e.). Par 
conséquent le tétraèdre GADC , qui a pour base le 
triangle ADC et pour sommet le point G, et le tétraèdre 
EDAC auront même base ADC et même hauteur et seront 
équivalents (p. 14). Mais le nouveau tétraèdre GADC peut 
être considéré comme ayant pour sommet le point D et 
pour base AGC; il a donc même hauteur que le tronc, et 
je dis que la base AGC est moyenne proportionnelle entre 
les bases ABC, DEF. 

En effet, menez GH parallèle à BC; celte ligne sera 
aussi parallèle à EF (I. 5, p. 7, c.); les droites AG, DE 
sont égales comme parallèles entre parallèles; ainsi les 
deux triangles AGH, DEF sont égaux. Or, les triangles 
AGH , AGC ont les bases AH, AC sur une même droite, le 
sommet commun en G; ils ont donc même hauteur, et 
l’on a (I. 4, p. 3 , c. 1) 

AGH ou DEF : AGC : : AH : AC, 

Par une raison semblable, on a 

AGC: ABC ::AG: AB. 

Mais à cause des parallèles , on a 

AH : AC : : AG : AB. 

Donc les deux proportions ci-dessus ont un rapport 
commun et fournissent la proportion. 

DEF : AGC s : AGC : ABC , 
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laquelle prouve que la base AGC csl moyenne propor- 
tionnelle entre DEF et ABC. 

Remarque. Le triangle AGC a même base AC que le 
triangle ABC et même bailleur que AGH ou DEF. 

ÜÈFnunoy xxii. Un prisme que l’on coupe par un plan 
non parallèle aux bases, mais rencontrant toutes les arêtes 
latérales, se trouve décomposé en deux parties, qu’on 
nomme des troncs de prisme. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Le volume d’un tronc de prisme triangulaire ABCDEF Fig. 180 . 
est égal à la somme de trois tétraèdres ayant pour base 
commune l’une quelconque des deux bases du tronc, et 
pour sommets les trois sommets de l’autre base. 

Par les trois points E, A, C faites passer un plan qui 
détachera du tronc le tétraèdre EABC, dont la base est 
ABC et le sommet le point E. C’est l’un des tétraèdres de- 
mandés. Il reste la pyramide quadrangulairc EACFD; au 
moyen du plan ECD on la décomposera dans les deux 
tétraèdres EDFC, EDAC; ce dernier est équivalent au té- 
traèdre BDAC , parce qu’il a même base DAC et même 
hauteur, les sommets E, B étant sur une parallèle au plan 
de la base. Mais le tétraèdre BDAC peut être considéré 
comme ayant pour base ABC et pour sommet le point D; 
c’est le second tétraèdre demandé. Quant au troisième té- 
traèdre EDFC , il est équivalent au tétraèdre BACF. Car les 
bases de ces deux corps sont les triangles DFC, AFC ; or , 
ces deux triangles ont la base commune FC, et les som- 
mets D, A sur une parallèle à cette base; ils ont donc 
aussi même hauteur et sont équivalents. Mais les sommets 
E, B des tétraèdres EDFC, B AFC sont aussi sur une pa- 
rallèle au plan ACFD des bases; ces deux corps ont donc 
aussi même hauteur; donc ils sont équivalents. Si enfin 


Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE. 


2i4 

on remarque que le tétraèdre FABC peut être regardé 
comme ayant pour base le triangle ABC et pour sommet 
le point F , on reconnaîtra que c’est le troisième des té- 
traèdres en question. 

Corollaire 1. Si les arêtes AD , EB, FC sont perpendi- 
culaires au pian ABC, le volume du tronc sera égal à 

^Bc/n+M+FC 

«J 

Corollaire 2. Tout tronc de prisme pouvant se décom- 
poser en troncs de prismes triangulaires, on saura cal- 
culer le volume d’un tronc de prisme quelconque. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

Fig. 187. 1° Soient d'abord deux tétraèdres symétriques ayant pour plaii 

de symétrie une face commune ABC. Soient D, D' les sommets; 
puisque ces deux points sont symétriques par rapport au plan ABC, 
les hauteurs DE, D'E des deux tétraèdres sont égales; ils ont d'ail- 
leurs même base; donc ils sont équivalents. 

2° Soient en second lien deux polyèdres symétriques quelcon- 
ques; on pourra les décomposer en un même nombre de tétraèdres 
symétriques deux i deux. A cet effet , après avoir formé un té- 
traèdre au moyen de quatre sommets du premier polyèdre, il 
sufllra de prendre dans le second les sommets symétriques do 
ceux-là pour sommets d'un autre tétraèdre qui sera symétrique du 
premier (p. 3, c. 1), et loi sera équivalent. Les deux corps pouvant 
ainsi être considérés comme composés de parties équivalentes deux 
à deux , sont équivalents. 

Bemarqae. Si les polyèdres ne sont pas convexes , les tétraèdres 
seront les uns additifs , les autres soustractifs. 
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PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

Les surfaces de deux polyèdres semblables sont comme 
les carrés des dimensions homologues ; leurs volumes sont ~ 
comme les cubes de ces mêmes dimensions. 

Soient A, B, C, etc., des faces de l’un des polyèdres; 
a, b, c... leurs homologues dans l’autre; nommons (A , B) 
l’arète supposée commune aux faces A et B ; (a , 6) l’arète 
commune aux faces a, 6 et ainsi de suite , on a (1. 4 , p. 7) 

A : a : : (A, B)“ ; (a, b)\ 

Mais on a aussi B : ô : : (A, B)’ : (a, bf. 

D’où A : a ; : B ; 6 ; 

de même : : C ; c : ; , etc. 

De là A+B-I-CH-, etc... : a-+-6+c-f-, etc. 

: : A : a : : (A, B)’ : (a, bf etc. 

Passant aux volumes, considérons deux tétraèdres di- Fig. 188. 
rectement semblables ABCD, AAcd, et supposons -leur 
l’angle trièdre en A commun, ce qui est permis, puisque 
les angles homologues sont égaux. Le point A étant pris 
pour centre de similitude, le plan dbc sera parallèle à 
DBG (p. 6) , et si l’on mène la hauteur AE qui rencontre 
le plan bcd en e, on a (p. 13) 

AE ; Ae : ; AB : Kb : : BC : bc, 
ou -T AE : — Ae : : BC : bc. 

O ô 

— a 

Mais on a aussi BCD : bcd : : BC : êc , 
multipliant, on* obtient 

^ AE xBCD : I Ae X bcd ; : BC : bc. 
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Or — AE X BCD, ^ Ac x bcd sont les volumes des té- 

ô O 

traèdres ABCD, kbcd; donc ces volumes sont comme les 
cubes des arêtes BC, bc , ou comme les cubes de deux di- 
mensions homologues quelconques. 

Soient enfin deux polyèdres semblables quelconques P, 
P ; décomposons-les en tétraèdres semblables (p. 7); soient 
T, T, r"... ceux du premier; t, t' , t " leurs semblables 
dans le second; nommons {T, T) une arête commune à 
T et T, (t, t') son homologue , et ainsi des autres. D’après 
ce qu’on vient de prouver , on a 

T.f.:(T, r :«'::etc. 

Ainsi r-+-r-+- ... : t+t'-h (T, ry : (t, t'y , 
ou P-.p ::(T,ry:{t,t’y. 
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LIVRE VIL 

LES SURFACES COURBES ÉLÉMENTAIRES 

rr LES 


VOLUMES QU’ELLES TERMINENT. 


DÈFiNiriON I. On entend par surface cylindrique ou Fig. 189. 
cylindre la surface décrite par une droite indéfinie CD , 
qui se meut en restant parallèle à une direction donnée , 
et s’appuyant toujours sur une courbe donnée ABC, qu’on 
appelle la directrice ; la droite mobile CD se nomme la ' 
génératrice ou V arête. 

Il suit de cette définition que par chaque point pris 
sur une surface cylindrique, on peut mener une droite 
qui soit tout entière sur cette surface et se confonde avec 
une arête. 

PROPOSITION 1. 

THÉORÈME. 

Les sections DEF , D'E'F' , faites dans un cylindre par Fig. 189. 
des plans parallèles entre eux, meus non parallèles aux 
arêtes , sont des courbes égales. Les sections faites par des 
plans parallèles aux arêtes sont des arêtes. 

1° En effet, prenez sur l’une des sections trois points 
D, E, F à volonté, pour former un triangle DEF. Par ces 
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trois points menez les arêtes DD', EE', FF' qui rencon- 
treront la seconde section en des points D', E', F', déter- 
minant le triangle D'E'F', Je dis que ce triangle est égal 
au triangle DEF. Car les arêtes DD', EE' sont parallèles 
(d. 1); mais les droites DE, D'E' sont aussi parallèles 
comme intersections du plan DE' par les plans parallèles 
DEF, D'E'F'. Ces droites DE, D'E' sont donc égales. On 
prouvera de même que DF = D'F' et EF = E'F'. Ainsi les 
^ triangles DEF, D'E'F' sont égaux. Si donc on place les 
points D, E sur D', E', et le plan DEF sur le plan D'E'F', 
le point F tombera sur F'. On démontrera de même que 
chaque point de l’une des courbes coïncide avec un point 
de l’autre ; par suite, ces deux courbes sont égales. 

2° Soit un plan HF parallèle aux arêtes et coupant la 
courbe DEF en des points F, E. Si du point F on mène 
une arête, elle est sur la surface; mais elle sera aussi dans 
le plan HF ( I. 5, p. 8, c. 1) , qui est parallèle aux arêtes ; 
donc elle est à l’intersection du cylindre et du plan. De 
même, par chaque point d’intersection du plan HF et de 
la courbe DEF , Il passe une arête située à la fois dans le 
plan et sur le cylindre. 

Coronaire. La earfaco cjlindriqno peut anssi dire engendrée par 
une courbe DEF, qui «c meut de façon que l'on de ses points D 
paroonre «ne arête DC , «t que les droites DE , DF , qui joignent 
ce point à denx antres points de la courbe, se meuvent parallèle- 
ment à elles-mêmes. 

Fig. 190. Définition //. La surface cylindrique est dite circu- 
laire si la directrice est une circonférence de cercle CHI ; 
si de plus la génératrice CD est perpendiculaire au plan 
de ce cerde, le cylindre est appelé cylindre droit. Dans le 
cylindre circulaire, les sections parallèles à la directrice 
sont des cercles. 
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PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

La lurfaee du cylindre droit est le lieu de tous les points qui sont à f ig- 190. 
égales distances d’une me'me droite menée par le centre du cercle di- 
recteur, et perpendiculaire au plan de ce cercle. 

Soit DFEG la circonférence directrice , B son centre ; soit DC 
une génératrice quelconque , B\ une perpendiculaire élevée au 
plan du cercle par son centre B; ces deux droites, perpendicu- 
laires an même plan, sont parallèles, et par conséquent partout ' 
également distantes; leur distance est mesurée par. le rayon DB. 

Il en est de même d'une arête quelconque. Il est évident d’ailleurs 
que tont point intérieur est plus rapproché de AB que les points 
de la surface , et que tout point extérieur est plus éloigné do la 
même droite AB. 

Remarque. La droite AB, perpendiculaire au plan du 
cercle directeur, et menée par son centre, s’appelle l’are 
du cylindre. Faire mouvoir la droite CD autour de AB , 
de façon que le point D décrive la circonférence DFE et 
que celte droite elle-même reste perpendiculaire au plan . 

DFE, revient au même que de faire tourner CD autour 
de AB , de manière qu’elle reste parallèle à AB , et tou- 
jours à la même distance de cette droite. 

DÉFiiiiTiOH ni. Une surface conique ou un cône est en- Fig. 19i. 
gendré par une droite AG", qui se meut en passant con- 
stamment par un point D et s’appuyant sur une courbe 
donnée ABC. La droite mobile AG" est appelée arête ou 
génératrice, le point D est le sommet, la courbe ABC la 
directrice. 

Chacune des deux parties DA , DG" , comptée à partir 
du sommet du cône, décrit une partie de cette surface, et 
ces parties se nomment des nappes. 

Toute droite qui joint le sommet à un point quelconque 
de la surface du cône est tout entière sur la surface. 
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PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Fig. 191. Les sections faites dans un cône par des plans parallèles 
sont des courbes semblables; les sections faites par des 
plans qui passent au sommet, sont des arêtes. 

1® Soient EFG , E'F'G', E''F''G" des sections faites par des 
plans parallèles; si l’on joint le sommet D à des points 
quelconques E, F, etc., pris sur l’une de ces sections, on 
déterminera sur l’autre des points E' , F' , etc. , homologues 
de ceux-là par rapport au point D, puisque les plans EFG , 
E'F'G' sont parallèles; il en est de même de la section 
E"F"G". Donc ces courbes sont semblables. 

2® Si par le sommet D on mène un plan DI , qui ren- 
contre en des points 6 , B' une courbe quelconque tracée 
sur le cône, les droites BD, B'D seront à la fois sur le cône 
et sur le plan : elles sont donc à l’intersection de ces deux 
surfaces. 

Corollaire. Le cône peut doac £tro engendré par nne conrbo EFG 
qni se meut de façon qu'un de ses points décrive une droite BD , 
et qui. Tarie de grandeur en restant semblable à elle-même, de ma- 
nière que ses dimensions soient avec la distance FD dans un rap- , 
port donné, et que deux cordes quelconques EF, FG restent pa- 
rallèles à elles-mêmes. 

Fig. 19-2. Dépinitioh rr. La surface conique est dite circulaire 
si la directrice EGF est une circonférence de cercle. Si de 
plus la droite qui joint le sommet A au centre de cette 
circonférence est perpendiculaire au plan de cette courbe, 
on dit que le cône est droit. Soient ÂE , AC, AF plusieurs 
arêtes d’un cône droit, et soient menés les rayons BE, 
BC, BF; les triangles rectangles ABE, ABC, ABF seront 
égaux; par conséquent , les angles EAB , CAB , etc., que 
les arêtes font avec AB, sont égaux. Le cône droit peut 
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donc être engendré par un côté ÂC d’un angle invariable 
BAC , qu’on fait tourner autour de l’autre côté AB, sup- 
posé immobile. Cæ côté AB se nomme l’axe du cône. Le 
prolongement AC du côté AC décrit la seconde nappe du 
cône. 

Remarque. Les deux nappes d’un cône quelconque sont symé- Fig. 191. 
triques : car l'angle triedre DABC est symétrique de UE"F'‘G''. 

Dans le cas du cône circulaire, cette symétrie se change en éga- 
lité : car le plan mené par le sommet et par le centre du cercle 
directeur , perpendiculairement au plan de ce cercle , est un plan 
de symétrie, de sorte que le cône se confond avec son symétrique 
pris par rapport à ce plan. 

ndri.viTiox r. Une surface de récolulion est une surface engen- Fig. 193. 
drée par une ligne quelconque KCL qui tourne autour d’une droite 
immobile AB, à laquelle elle est liée invariablement. La droite 
AB se nomme l’axe,' la génératrice KCL peut être droite ou courbe, 
plane ou non. (Cne ligne plane est celle qui peut être contenue 
dans un plan.) 

Le cylindre droit et le cône droit sont des surfaces de révolution. 

Tout plan passant par l’axe est appelé plan méridien; les sec- 
tions contenues dans ces plans sont appelées sections méri- 
diennes. 

Les sections faites par des plans perpendiculaires à l’axe sont 
nommées des sections droites. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans toute surface de révolution, les sections droites sont des cer- Fig. 193. 
eles qui ont leurs centres sur l'axe; les sections méridiennes sont 
égales entre elles. 

SoitC le point où la génératrice KCL est rencontrée par un plan 
perpendiculaire à Taxe; soit menée de ce point la droite CD per- 
pendiculaire à l’axe Ali ; pendant que la génératrice tourne autour 
de AB , la droite CD décrit un plan perpendiculaire à l’axe ; d’ail- 
leurs la distance CD ne changeant, le point C décrira dans ce 
plan une circonférence de cercle dont le centre est en D sur l’axe. 

Donc , si par DC ou par D on mène un plan perpendiculaire à l’axe, 
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ce plan coupera la surface suivant une circonférence de cercle 
qui a pour centre le point D. 

En second lieu.soicnl ACBI, AGIUIdcux sections méridiennes. 
Coupez-lespar on plan CGH perpendiculaire à l’axe; la section ré- 
sultante CGII sera une circonférence de cercle; ainsi les rayons 
CD, GD sont égaux. Par conséquent, si l’on fait tourner le plan 
ACB autour de AB, le point Cde la courbe ACB viendra coïncider 
avec le point G; on démontrera de même que chaque point de la 
section ACBI vient se confondre avec un point do la courbe AGBII; 
donc ces deux courbes sont égales. 

Corollaire. Ainsi la surface do révolution peut être engendrée 
par une demi-section méridienne ACB tournant autour de Taxe. 
Elle peut encore être engendrée par nn cercle CGH assujetli à se 
mouvoir do manière 1" que son centre parcoure l’axe, 2“ que son 
plan reste perpendiculaire à cet axe, 3“ que le rayon varie on 
sorte que la circonférence ait toujours un point commun avec la 
courbe méridienne, ou avec une autre courbe donnée KCL. 

l'ig. 194. Remarque. L'intersection de deux surfaces de révolution qui ont 
même axe se compose d’une ou de plusieurs sections droites. En effet, 
soit AB l'axe commun, soient ADC^ EDB des sections méridiennes 
situées dans un même plan , D un point commun à ces sections ; do 
ce point D menons DF perpendiculaire à l’axe. Pendant que le 
plan ADB tournera autour de l’axe , les courbes ADC , EDB décri- 
ront les deux surfaces, la droite DF décrira un plan perpendicu- 
laire à l'axe , et le point D qui reste toujours commun aux deux 
méridienncs,décrit une circonférence de cercle commune aux deux 
surfaces. Ainsi tout point commun aux deux méridiennes décrit 
une circonférence de cercle commune aux deux surfaces. Donc,clc. 

Fig. 195. Défi.’ution fi. La sphère esl engendrée par un demi- 
cercle AGC tournant autour du diamètre ÂC, auquel il se 
termine. Dans ce mouvement l’arc AGC décrit la surface 
de la sphère; or, les points de cet arc restent tous à la 
même distance du centre 6; par conséquent la surface de 
la sphère est le lieu de tous les points qui sont à la même 
distance du centre. Il suit de là que si l’on a deux sphères 
égales et concentriques, et que l’on fasse tourner l’une 
d’elles autour de son centre , elle ne cessera pas de coïnci- 
der avec l’aulre. 
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PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Toute section de la sphère par un plan est une circon- 
férence de cercle. 

Soit FGH une section de la sphère par un pian, 6 le Fig. 195. 
centre de la sphère. Si le plan FGH ne passe pas au centre, 
menez de ce centre B une perpendiculaire BL au plan 
FGH, et soit L le pied de cette perpendiculaire sur le 
plan; joignez le centre B à différents points H, F, G du 
périmètre de la section ; les droites BH , BF, BG sont 
égales comme rayons de la sphère ; par conséquent elles 
s’écartent également de la perpendiculaire BL, de sorte que 
les distances LG, LF, LH sont égales. La section HFG a 
donc tous ses points à la même distance du point L ; par 
suite celte section est une circonférence de cercle qui a 
pour centre le point L, pied de la perpendiculaire ahaissée 
du centre de la sphère sur le plan de cette section. 

Si le plan passe au centre de la sphère , la distance du 
centre à chaque point du contour de la section est égale 
au rayon de la sphère; la section est donc encore un cercle. 

Corollaire 1. Les cercles dont les plans ne passent pas 
au centre de la sphère ont des rayons moindres que le 
rayon de la sphère. Car FB , rayon de la sphère , est une 
oblique , tandis que FL , rayon de la section , est une per- 
pendiculaire à BL. Donc FL FB. 

Les cercles dont les plans passent au centre se nomment 
des grands cercles ; dans une même sphère les grands cer- 
cles sont tous égaux, comme ayant des rayons égaux. Les 
autres cercles sont appelés petits cercles. 

Corollaire 2. Deux grands cercles se coupent toujours 
en deux parties égales. Car, passant au centre, leurs plans 
se coupent suivant un diamètre qui divise chacun des 
deux cercles en deux parties égales. 
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Corollaire 3. Tout grand cercle divise la sphère en deux 
parties égales ; car si l’on place l’un des hémisphères dans 
l’autre, en leur conservant ce grand cercle pour base com- 
mune , tous les points de la surface de l’un coïncideront 
avec la surface de l’autre , sans quoi il y aurait sur ces sur- 
• faces des points inégalement distants du centre. 

Corollaire 4. Par deux points pris sur la surface de la 
sphère on peut toujours faire passer un grand cercle. Si 
les deux points sont en ligne droite avec le centre, tout 
plan qui les contient passera par le centre et coupera la 
sphère en un grand cercle passant par ces deux mêmes 
points. Si les deux points ne sont pas en ligne droite avec 
le centre, ils déterminent avec le centre un plan unique, 
lequel coupera la sphère dans un grand cercle passant par 
ces deux points; dans ce cas, on ne pourra donc faire 
passer par les deux points donnés qu’un seul grand cercle , 
ce qui résulte aussi de ce que deux grands cercles se cou- 
pent toujours suivant un diamètre. 

Corollaire ô. Le diamètre d’un petit cercle est, comme 
GH, une corde d’un grand cercle; par conséquent le dia- 
mètre d’un petit cercle est d’autant plus petit que ce petit 
cercle est plus éloigné du centre de la sphère. 

196. DÉFiniTioN rii. Un triangle sphérique est la partie 
ABC interceptée sur la surface de la sphère par trois arcs 
de grand cercle AB, AC, BC, arcs qui sont appelés les 
côtés du triangle. Les angles que forment les plans de ces 
arcs sont ce qu’on entend par les angles du triangle. Joi- 
gnons les sommets A, B , C au centre O de la sphère; les 
trois rayons AO , BO, CO détermineront un angle trièdre 
OABC, dont les faces AOB, AOC, BOC auront pour me- 
sure les côtés AB , AC , BC du triangle sphérique , et dont 
les angles dièdres sont les angles de ce triangle. 

En prolongeant l’arc AC pour former la circonférence 
entière , on obtient un second triangle ayant pour côtés 
les arcs AB , BC et l’arc AC'A'C; ce triangle répond à un 
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angle irièdre dans lequel la face mesurée par ce dernier 
arc est plus grande qu’une demi-circonférence. On peut 
de même prolonger deux côtés, et môme tous les trois, et 
former ainsi des triangles dans lesquels il y a deux ou trois 
côtés plus grands qu’une demi-circonférence. Mais si on 
retranche chacun de ces côtés d’une circonférence entière, 
on retombe sur le triangle ABG, dont chaque côté est 
moindre qu’une demi-circonférence. Par cette raison on 
ne s’occupera ici que des triangles qui remplissent cette 
dernière condition, et qu’on appellera triangles convexes- 

Définition nu. Un polygone sphérique est formé sur fig. 197 . 
la surface de la sphère par plusieurs arcs de grand cercle; 
tel est ABCDE. Tout angle polyèdre dont le sommet est au 
centre intercepte sur la sphère un polygone sphérique dont 
les côtés mesurent les faces de l’angle polyèdre; les angles 
dièdres de ce même angle polyèdre sont ce qu’on appelle 
les angles du polygone. Le polygone sphérique est dit con- 
vexe lorsque aucun de ses côtés prolongés ne coupe quel- 
que autre côté entre les extrémités de celui-ci. Si donc 
l’angle polyèdre correspondant est convexe, le polygone 
sphérique l’est aussi , et réfciproquemenl. 

• 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Dans tout polygone sphérique convexe la somme des 
côtés est moindre qu’une circonférence de grand cercle. 

En effet, dans l’angle polyèdre correspondant la somme 
des faces est moindre que quatre angles droits (1. 6, p.21); 
donc la somme des côtés du polygone , côtés qui mesu- 
rent ces faces , est moindre qu’une circonférence, qui me- 
sure les quatre angles droits. 
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PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. ■ 

Fig. 196. Dans tout triangle sphérique ABC un côté quelconque 
est plus petit que la somme des deux autres. 

Car dans l’angle trièdre correspondant OABC chaque 
face est moindre que la somme des deux autres; donc aussi 
chacun des arcs AC, AB, BC qui mesurent ces faces est 
plus petit que la somme des deux autres. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

La plus courts ligne sur la surface de la sphère, d’un point à un 
autre de cette surface , est l'arc de grand cercle gui joint ces deux 
points, si cet are ne surpasse pas la demi-circonférence. 

Pour prouver ccKo propriété, on démontrera les deux points 
suivants : 

Fig. 108. 1° Si deux arcs de grand cercle ACB, AED sont égaux, la ligne 

la plus courte , menééfsur le sphère entre les points A , B, est égale 
à celle qui est menée entre A et D.'En effet, soit AoB la première 
de ces lignes, A&p la seconde. Faites tourner autour du rayon AO 
toute la partie de la sphère comprise entre les lignes AED, AbD 
jusqu'à ce que le plan ADO coïncide avec le plan ABO; cette par- 
tie AEDb ne quittera pas la surface de la sphère, et comme l'arc 
AED = ACB, le point D viendra en B. Donc les deux arcs étant 
. alors confondus en on seul, les lignes AbD, AaB seront égales. 
Car si l'une des deux était plus grande qne l'autre, celle-ci serait 
la plus courte distance, et l'autre ne la serait pas. 

2° Si de deux arcs de grand cercle ACDF, AED, tous les deux 
moindres qu'une demi-circonférence, l'un, ACBF, est plus grand 
que l'autre, la plus courte distance des extrémités A , F du premier, 
surpassera celle des extrémités A, D du second. Pour le prouver, 
menez le diamètre AA', et du point D menez à ce diamètre un plan 
perpendiculaire DDL qui coupera la sphère en un petit cercle DGB, 
et l'arc ACBF en un point B. Soit L le centre de la section DGB. 
Les rayons BL. DL étant égaux, si l'on tirait les cordes AB, AD, 
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elles seraient égales connue également écartées de la perpendicu- 
laire AL ; par suite les arcs ACB , AF.D sont égaux ; donc le point 
F, extrémité do l'arc ACBF qui est plus grand que AED ou que 
ACB, tombera au delà de B par rappord à A. Mais l'arc ACBF est 
aussi moindre qu'une dcmi-circourérencc; donc ce point F tombe 
entre B et A'. Doue enfin les points A et F tombent do différents 
côtés du plan BGD, et quelle que soit la plus courlo ligne entre A 
et F, cette ligne coupera la circonférence BGD en un point G. Soit 
A/GF celle ligne. Joignez le point Gau point A par un arc de grand 
cercle Gd\ ; on prouvera comme ci-dessus que cet arc est égal .à 
l'arc AGD ; donc la plus courte distance de A en G, laquelle est ici 
par hypothèse AfO, est égale à la plus courte distance de A en D, 
qui est A6D ; or, A/'GF > A/G ; donc aussi AfGV > A6D. 

Cela posé, soient A et B deux points pris sur une sphère, AMB Fig. 199. 
l'arc do grand cercle qui les joint , cet arc ne surpassant point une 
demi-circonférence. Je dis qu'aucune ligne qui, tracée sur la 
sphère, passe par un point G pris hors de cet arc , ne saurait être 
la plus courte distance entre A et B. Car, soient menés les arcs do 
grand cercle AC, BC, dont aucun no surpasse une demi-circon- 
férence. Si l'arc AC était plus grand que AB, la plus courte dis- ' 
tance de A en C serait plus grande que celle qui sépare A et B; 
par conséquent cette dernière ne saurait passer par C. Supposons 
donc l'arc AC<AB, et prenons AM = AC. Puisque chacun des 
trois arcs AB, AC, BC est moindre qu'une demi-circonférence, ou 
a dans le triangle ABC (p. 7), lAB < AC -H CB ; retranchant d'un 
côté AM, de l'aulre son égal AC, on a MB<BC. Donc la plus 
courte distance de A en M est égale à celle qui va de A en C ; mais 
celle qui sépare les points M , B est plus courte que celle qui sé- 
pare les points C, B. Donc , quelle que soit la ligne la plus courte, . 
elle ne saurait passer par un point C extérieur à l'arc AMB. Donc 
enfin elle se confond avec cet arc. 

Définition ix. Le pôle d’un cercle de la sphère est un 
point de la surface sphérique, lequel est à égale distance 
de tous les points de la circonférence de ce cercle. 
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PROPOSITION IX. 

, THÉORÈME. 

Tout cercle d’une sphère a deux pôles situés aux ex- 
trémités du diamètre perpendiculaire au plan de ce cercle. 

Soit d’abord un grand cercle DEFO, AC le diamètre 
perpendiculaire au plan de ce cercle. Menez du point A 
des arcs de grand cercle AHD, AIE, AKF à différents 
points de la circonférence DFG, et joignez le centre B de 
la sphère à ces mômes points par les rayons BD, BE, BF. 
Puisque AC est perpendiculaire au plan DEC, les angles 
ABD, ABE, ABF sont droits; donc les arcs AHD, AIE, 
AKF qui leur servent de mesure sont égaux entre eux , et 
sont d’ailleurs des quarU de cercle ou des quadrants. 
Ainsi le point A est également éloigné de tous les points 
de la circonférence DEC; donc il est un pôle du cercle 
DEG. On prouvera la même chose pour le point C. 

Soit en second lieu HIRM un petit cercle, AC le dia- 
mètre perpendiculaire à son plan, L le point d’intersection 
de ce plan et du diamètre AC, point qui est le centre du 
cercle HKM. Menez'du point A à différents points H, I, K 
de la circonférence HKM, les arcs de grand cercle AH , AI, 
AK, tirez les rayons LH, LI, LK. Les cordes AH, AI, AK 
seront égales comme obliques également écartées de la 
perpendiculaire. Donc les arcs soustendus AH , AI , AK 
sont aussi égaux, et le point A est egalement distant de 
tous les points de la circonférence HIM. Oà prouvera la 
môme chose pour le point C, Donc A et C sont les pôles 
du cercle HIM. 

Corollaire 1. D’après cela on saura décrire sur la sur- 
face de la sphère des arcs de cercle aussi bien que sur un 
plan. Si l’on place une pointe d’un compas en A , l’autre 
en H, et que, sans changer l’intervalle qui sépare ces 
deux pointes , on fasse tourner le compas autour de A , la 
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seconde pointe décrira la circonférence HIKM. Dans le cas 
où l’intervalle serait le quadrant ÂD, on décrirait le grand 
cercle DEG. 

Corollaire 2. Pour tracer sur la surface d’une sphère 
un arc de grand cercle qui passe par deux points donnés 
Ë, F, il suffit de chercher le pôle de cet arc. A cet effet , 
de chacun des points E et F comme pôles, avec un inter- 
valle d’un quadrant, on décrit sur la surface de la sphère 
deux arcs qui se couperont en un point Â ; les distances 
AE, AF seront des quadrants, et par suite les angles ABE, 
ABF seront droits; donc la droite ABsera perpendiculaire 
au plan BEF, et le point A sera le pôle du cercle qui passe 
en E et F. Il ne reste donc plus qu’à décrire du point A 
comme pôle avec l’intervalle d’un quadrant, un arc, qui 
sera l’arc demandé, passant par E et F. 

Corollaire 3. S’il s’agit de mener d’un point I pris sur 
la sphère un arc de grand cercle perpendiculaire à un arc 
donné EF, on décrira du point I comme pôle, avec un 
quadrant comme intervalle, un arc qui coupera l’arc EF 
prolongé, s’il le faut, en un point G; de ce point G comme 
pôle, avec le même intervalle, on décrira l’arc lE qui sera 
l’arc demandé. Car IG, EG étant des quadrants, la droite 
BG ést perpendiculaire au plan IBE; donc le plan EBG 
(I. ô, p. 15) l’est aussi, et réciproquement le plan IBE ou 
l’arc lE est perpendiculaire au plan EBF ou à l’arc EF. 

Dèfi«itjon X. Si l’on place au centre d’une même 
sphère deux angles trièdres supplémentaires (1. 5, p. 24), les 
triangles sphériques qu’ils déterminent sont dits triangles 
supplémentaires. Les angles de l’un sont les suppléments 
des côtés de l’autre, et réciproquement. 
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PROPOSITION X. 

THÉonÈMK. 

Dans tout triangle sphérique convexe, la somme des 
angles est comprise entre deux angles droits et six angles 
droits. 

En ciîet, chaque angle d’un triangle sphérique convexe 
est moindre que deux droits; donc la somme des trois 
angles est moindre que six droits. De plus , chaque angle 
du triangle est le supplément d’un côté du triangle supplé- 
mentaire, et vaut, par conséquent, une demi -circonfé- 
rence moins ce côté; par suite, la somme des trois angles 
du triangle vaut trois demi-circonférences, moins les trois 
côtés du trianglesupplémcntairc; or, ces trois côtés valent 
moins que deux demi-circonférences (p. 6) ; si donc de 
trois demi - circonférences on retranche une quantité 
moindre que deux demi-circonférences, le reste sera plus 
grand qu’une demi-circonférence. La somme des trois 
angles ayant pour mesure un arc plus grand qu’une de- 
mi-circonférence, cette somme est elle-même plus grande 
que deux angles droits. 

Corollaire 1 . La somme des angles dièdres d’un angle 
trièdre convexe a donc les mêmes limites. 

liemarque 1. Entre ces limites on ne peut pas prendre à volonté 
tes trois angles d'un triangle sphérique. En eftet, appelons A, B, G 
les trois angles, D l’angle droit; les côtés du triangle supplémen- 
taire sont 2D— A , 2U — B , 2D— G , et pour que ce triangle soit pos- 
sible, il faut que le plus grand do ses côtés soit moindre que la 
somme des deux autres (p. 7]. Soit A le plus petit des trois angles 
A , D, G, le plus grand côté du triangle supplémentaire sera 
2D — A ; donc il faut que 

2D- A < 2D-B 2D— G , 
d'où B G <C2D -t- A , 

Ainsi il faut en outre que le plus petit angle A , augmenté de 
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deux droite , donne une somme plus grande que la somme des 
deux autres. Du reste, si cette condition est remplie , la somme 
* des angles est nécessairement moindre que six droits. La réci- 
proque n'est pas vraie. 

On voit, d'après cela, qu'avec trois angles tels que A = 10°, 

B= 120°, G = 115°, on ne saurait former un triangle sphérique. 

Remarque 2. Dans un triangle sphérique il peut y avoir Fig. 200 . 
deux , et même trois angles droits. Pour former un trian. 
gle dont les trois angles soient droits, on mène par le 
centre de la sphère trois plans perpendiculaires entre eux, 
tels que les plans ADCO, AEB , DEO; ces trois plans dé- 
composent la surface de la sphère en huit triangles égaux 
au triangle AEO, dont les angles en A, E, O sont droits, 
et dont les côtés AE, EO, AO sont des quadrants. Ces 
triangles dont chacun est la huitième partie de la surface 
de la sphère, se nomment triangles trirectangles. L’angle 
trièdre correspondant , BEAO se nomme angle trirectangle. 

Définition xi. Deux triangles sphériques qui ont les 
côtés égaux chacun à chacun , sans pouvoir se superposer, 
sont appelés symétriques. 

Pour former le symétrique d’un triangle ABC , joignez Fig. 196. 
les trois sommets A, B, C au centre O de la sphère, et 
prolongez les rayons AO, BO, CO jusqu’à ce qu’ils coupent 
de nouveau la surface de la sphère en A', B', C'; menez les 
arcs de grand cercle A'C', A'B', B'C'; comme les angles 
trièdres OABÏ!, OA'B'C' ont tous leurs éléments égaux 
deux à deux, il en sera de môme des triangles ABC, A'B'C'. 

Si d’ailleurs ces triangles pouvaient se superposer, il en 
serait de même des angles trièdres , qui sont symétriques 
(I. 5,p. 22, r. \). 

itemarque. En comparinl toujours les triangles sphériques avec 
les angles trièdres correspondants, et se rappelant ce qui a été dit 
aux propositions 22, 25 du livre 5, on reconnaîtra que deux trian- 
gles sphériques sont égaux ou symétriques, s'ils ont : 

1° Les trois côtés égaux chacun à chacun; 
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2° Cnangle égal compris eolre deux côtés égaox cbacanàchacnn; 

3° Un côté égal adjacent à deax angles égaux chacun à chacun ; 

4° Les trois angles égaux chacun à chacun ; 

On reconnaîtra encore que : 1° deux triangles sphériques symé- 
triques sont superposables s'ils sont isoscèles ; 

2" Dans on triangle sphérique isoscèle , les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux et réciproquement; 

3° Qne dans on même triangle sphérique le plus grand côté est 
opposé au plus grand angle et réciproquement. 

On peut démontrer ces propriétés à peu près comme celles qui 
leur répondent dans le premier livre. 

DÉFiifiTiON xii. Un plan mené par un point d’une sur- 
face est dit tangent en ce point à la surface, s’il est tel 
qu’aucun autre plan , mené par le même point , ne peut , 
aux environs de ce point, passer entre la surface et le 
premier plan. 

PROPOSITION XI. 

THéORÈMi;. 

m 

Un plan mené par un point d’uns surface cylindrique ou conique 
droite, est tangent à la surface en ce point, s’il contient V arête qui 
passe en ce point, et la tangente à la section droits en ce même point. 
De plus ce plan est tangent sn tous les points de cette arête. 

Fig. 190. Soit K un point d’on cylindre droit, HFl'arôte qui y passe, MEN 
. la section droite, O son centre, KK' la langehte à cette section 
au point K : les deux droites BF, KK' déterminent un plan DK'. Si 
' par le point K on mène un plan différent de cclni-là, ce second 
plan contiendra l’aréto HF, on ne la contiendra pas. Dans le pre- 
mier cas, il ne saurait contenir la tangente KK', et coupera le 
plan MKN en une droite KM différente de KK'. Cette droite KM 
étant une sécante au cercle KO, te coupera en un second point 
M , et par conséquent le plan MHF coupera encore le cylindre sui- 
vant l’aréte MC : donc toute la partie dn cylindre comprise entre 
les arêtes CM , HK sera renfermée entre ce second plan MHF et le 
plan BKK' ; donc aux environs du point K ce second plan MHF ne 
passe pas entre le plan HKK' et le cylindre. Que si l’on mène par 
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le point K nn plan qui ne renferme pas l'aréte HK, ce plan coupera 
celte arite et tontes les antres; ainsi une partie dn cylindre, aux 
environs du point K est comprise entre les deux plans. Donc enQn, 
le plan HK' est tangent an cylindre en K. Il l’est aussi en tout au- 
tre point H de l’aréte IIF. Car si au point H on fait nne section 
droite CHU, ayant son centre en A, le rayon AH sera parallèle à 
OK (I. 5, p. 91; si donc an point H on mène HH' parallèle à KK', 
cette droite HH' sera dans le plan CHU, et l’angle AHH' sera égal 
à OKK' (I. 5. p. 12) qni est droit ; l’angle AHH' l’est donc aussi , et 
la droite HH' est tangente an cercle CHC. Comme celte tangente 
HH' est parallèle à KK', elle est dans le plan HKK'. Donc ce plan 
contient la tangente en H è la section droite et l'aréte HF; il est 
donc aussi tangent en H. On'raisonne de même pour tont antre 
point de HF. 

Dans le cas dn cône le raisonnement est à peu près le même 
(fig. 192). 

Corollaire. Par tont point pris hors d’on cylindre ou d’un cône 
droits, on peut mener deux plans tangents.'En effet, menons par 
le point D une section droite GEK; de ce même point D menons à 
cette section les deux tangentes DG, DG, et paroles points de con- 
tact E , G, les deux arêtes EF, GH; les plans DEF, D6H seront les 
plans demandés. 

Si dans le cas du cône le plan de la section droite mené par le 
point D passe au sommet, il suffira de joindre ce point D an som- 
met, et de mener par ce même point D un plan perpendiculaire à 
la droite DA ainsi obtenue. Ce plan coupe le cône suivant deux 
arêtes dont chacune, avec DA , détermine un plan tangent. 

Dèfixitiok XIII. Dne partie quelconque d’une surface est dite 
développable, si elle peut être développée sur un plan, sans dé- 
chirure ni doplicature. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Le cylindre droit est développable. 

On peut faire rouler nne circonférence de cercle sur nne de ses 
tangentes, de manière que l’arc A'B dont les points sont succes- 
sivement venus se placer sur la tangente soit égal â la distance 
00' parcouru par le centre, on à la partie AB de la tangente, sur 


Fig. 201 
et 202. 


Fig. 190 
bis. . 
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laquelle le cercle a roulé. Chaque point de l'arc 4'B sera venu à 
son tour so confondre avec on point distinct de AB, et de mémo 
chaque point de AB aura été à son tour superposé avec un point 
distinct de A' B. 

On pourra donc de môme faire rouler le cylindre sur son plan 
tangent, de manière que chacune de ses sections droites roule sur 
sa tangente. Chaque arête du cylindre viendra à son tour se placer 
snrle plan langent, et occupera une position que nulle autre arête 
n'aura prise ni ne prendra; chaque section droite se déroulera ou 
se développera sur sa tangente , de sorte qne si le cylindre est ter- 
miné à deux sections droites, et que l'on continue le mouvement 
jusqu'à ce que toutes les sections droites se soient développées , 
chacune tout entière , le cylindre se sera déroulé sur un rectangle 
ayant pour base la circonférence de celle du cylindre , développée 
en ligne droite, et pour hauteur celle du cylindre même. Comme 
tous les points de la surface du cylindre ont successivement co'in- 
cidé, chacun avec un point do ce rectangle, l'aire de celui-ci est 
égal à colle do la surface du cylindre. 

PROPOSITION XIII. 

TRÉORÈUB. 

Fig. ^2. Ze cône droit, pris à partir du sommet, est développable. 

Si deux cercles ont une tangente commune , que ces cercles 
soient dans un même plan ou non, on peut supposer que l’un des 
deux reste fixe , et que l'autre roule sur le premier, et s’y développe 
soit en partie, soit en totalité. D'après cela, on reconnaîtra, à peu 
près comme à la proposition 12, que si du sommet A comme cen- 
tre dn rayon AF, et dans le plan qui est tangent en F an câne droit 
ACL, on décrit un arc de cercle égal en longueur à la circonfé- 
rence de la section droite CFL, le cône se développera sur un sec- 
teur ayant pour centre le point A, et pour base l’arc en question. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Fig. 193. Un plan K AI mené par un point A de la surface d’une 
sphère kB,.est tangent à la sphère gn ce point, s’il est 
perpendiculaire au rayon AB mené à ce même point. 
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En effet, tout autre plan mené par le point A, sera 
oblique au rayon AB, et aura par conséquent des points 
plus rapprochés du centre que le point A ; il coupera donc 
la sphère aux environs de ce point. Donc il ne saurait, 
autour du point A, passer entre la sphère et le plan KAI; 
ce dernier çst donc tangent. 

Corollaire 1. Le plan tangent à la sphère n’a avec la 
surface de celle-ci qu’un point commun , et ce point est 
le point de contact A. Car AB, étant perpendiculaire au 
plan KAI , tout autre point K de ce plan est plus éloigné 
du centre B que le point A ; donc tous les autres points 
du plan sont hors de la sphère. 

Corollaire 2. Par une droite AB qui ne rencontre pas la sphère, Fig. 203. 
on pent mener deux plans tangents à celte surface. Four le prou- 
ver, du contre O menez un plan perpendiculaire à la droite AB; ce 
plan coupera la sphère suivant un grand cercle DGFE, et la droite 
AB en un point G; de ce point G menez à ce cercle deux tan- 
gentes GG , GE ; je dis que les plans AGE , AGG sont tangents. En 
effet, joignez le centre O à chacun des points £, G où le grand 
cercle DGE est touché par les deux tangentes. Le plan EGG étapt • 
perpendiculaire à la droite AB , l'est aussi au plan AGG qui contient 
AB (I. 5, p. 15); or, OG est mené dans le plan ECG perpendicu- 
lairement à GG, intersection de ces plans; donc OG est perpendi- 
culaire au plan AGG (I. 5, p. 16), et ce dernier plan, perpendicu- 
laire i l’extrémité d’un rayon OG, est tangent.De mémo le plan AGE. 

Définition xiii. Un cylindre droit à bases parallèles Fig. 190. 
est le corps compris entre une surface cylindrique circu- 
laire droite et deux sections DFEG , CHUI parallèles à la 
directrice (d. 1 et 2) , sections qu’on appelle les bases du 
cylindre, et qui sont des circonférences de cercle. 

Le cylindre droit à bases parallèles peut être engendré 
par un rectangle ABDC tournant autour du côté AB sup- 
posé fixe; les côtés AC, BD décrivent deux cercles égaux 
CHU , DFE qui sont les bases, le côté CD décrit la surface 
latérale du cylindre, AB est appelé la hauteur. 
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Fig. 192. Dbfihitios xiy. Le cône droit à une base est un corps 
AEFC conapris entre une nappe d’un cône droit et une 
section EFC perpendiculaire à l’axe AB , section qu’on 
nomme la base. 

Le cône droit à une base peut être engendré par un trian- 
gle-rectangle ABC tournant autour d’un côté AB de l’an- 
gle droit. Le côté BC décrit la base, l’bypothénuse AC en- 
gendre la surface latérale, AB est appelé la hauteur, AC 
l’apothème du cône, 

PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Fig. 204. Deux surfaces de révolution sont sembloAles si les sections méri- 
diennes sont semblables , et si les axes y 5onl des lignes homologues. 
Héciproquement toutes les surfaces semblables à une surface de révo- 
lution sont des surfaces de révolution ertgendrées par des méridiennes 
semblables tournant autour de droites homologues. 

Soit AB l'axe d’one surface de révolation , ACB la demi-courbe 
méridienne. D'un point O pris sur Taxe, comme centre de simili- 
* tnde , construisez une courbe acb semblable à ACB ; la droite AB 
sera une ligne bomologne commune. Si^l'ou fait tourner toute la 
figure autour de AB, je dis que les deux courbes ACB, acb décriront 
des surfaces semblables ayant le point O pour centre de similitude. 
Car si l’on mène des rayons TecteursOC, OC', etc., on a OC : Oc : : 
OC' ; Oc : : OC" : Oc". Or pendant que la figure tourne autour de 
AB, ces proportions ne cessent pas de subsister , de sorte que 
C, C', C", etc., ne cessent pas d'étre bomolognes de c. c', c"..* 
Donc les surfaces décrites sont semblables (1. 0 . d. 16). 

Réciproquement toute surface semblable à celle que décrit ACB 
autour de AB, est une surface de révolution pouvant être engen-, 
drée par une courbe semblable à ACB tournant autour d’one ligne 
bômologue à AB. Car pour former une surface semblable à celle 
que décrit ACB, prenez sur l’axe un point quelconque O pour 
centre de similitude , et cbercbez d’abord les points homologues 
à ceux d’une section méridienne ACB. A cet effet, ayant pris à 
volonté un pointe comme homologue d’on pointe, tirez les rayons 
vecteurs OC', OC", etc., et prenez les points c', c" de façon qu’on 
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ail OC : Oc : ; OC' : Oc' : : OC'' : Oo" ; les poinls c', c etc., seront 
boinologues de C', C", et formeront une courbe acb semblable à 
ACB. Sur une seconde section méridienne ADB prenez les points 
D . D', D'', respectivement sur les mêmes sections droites que 
C , C', C , do façon qu'on aura OD = OC , OD' = OC', etc. , et , 
après avoir pris Od— Oc pour conserver le rapport de similitude, 
cherchez les points homologues do D'D", etc. , le lieu de ces 
points sera une courbe adb égale à acb; car on a 

OD : Od ; : OD' ; Od' : : OD" : Od"... ; 
mais on a aussi OC : Oc : : OC' : Oc' : : OC" : Oc" ; 
or, puisque OC = OD, Oc = Od, OD' = OC', on a aussi Od' = 
Oc', etc. Donc odb est égale à acb ; donc toutes les sections faites 
dans la surface semblable, au moyen de plans menés par AB sont 
égales à acb , et si l’on fait tourner acb autour de AB , on décrira 
la surface. 

Jtemarque. An lien des sections méridiennes , on peut prendre 
des courbes quelconques, de sorte que deux surfaces de révolution 
sont semblables si elles sont engendrées par des courbes sembla- 
bles tournant autour de droites homologues. 

Corollaire 1. Tous les cylindres droits indéfinis sont semblables. 
Car dans le cylindre droit, la dcmi-seclion méridienne est une 
droite parallèle à l’axe , et le lieu de tous les points homologues à 
ceux de cette droite , par rapport à un centre de similitude sMné 
sur l’axe, sera une seconde parallèle à l’axe. • ' 

Corollaire 2. Deux cônes droits indéfinis sont semblables s’ils 
sont équiangles, c’est-à-dire si la génératrice fait de part et d’autre 
avec l’axe le même angle. 

Corollaire 3. Deux cylindres droits à bases parallèles sont sem. 
blables si les rectangles génératenrs le sont , et deux cônes droits 
à une base sont semblables si les triangles rectangles générateurs 
le sont. 

Remarque. Deux cylindres quelconques indéfinis sont semblables 
si les courbes directrices le sont , et si une arête de l'un est homo- 
logue à une arête de l’antre, par rapport à ces deux courbes; deux 
cônes quelconques indéfinis sont semblables, si les directrices le 
sont et si les sommets sont des points homologues par rapport à 
ces courbes. 

CoroUafrs 4. Tontes les sphères sont semblables. - 

Dért.nrioy xr. On entend par surface courbe convexe une sur- 
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face qui le trouve tout eutière d'un même côté de l'un quelconque 
do ses plans tangents. Le cylindre droit, le cône droit, la sphère 
sont terminés par des surfaces convexes (p. It et 

Jiemarque. Nous regarderons comme évidents les principes sui- 
vants : 

1° Si une aire plane et une surface courbe ou polyèdrale non inter- 
rompue se terminent au même contour, l'aire plane est plus petite que 
la surface courbe ou polyèdrale. 

2° Si une surface convexe est enveloppée par une autre surface qui 
se termine au même contour, la surface enveloppée est moindre que 
la surface enveloppante. 

3° De deux surfaces fermées de toutes parts .dont l’une, d'ailleurs 
convexe , est partout enveloppée par l'autre . la surface enveloppée 
est la plus petite. Ce dernier principe ost une conséquence du 
second. 


. Remarque. Dansce qui suit , il s’agira de cylindres droits 
à bases parallèles et de cônes droits à une base. Pour abré- 
ger, nousappelleronscescorpssimplementc//mdre«dro/ff, • 
cônes droits. 

g. 205. DÉFiruTioii xri. Un prisme inscrit dans un cylindre 
droit est un prisme qui a pour bases des polygones ABC 
etfc., A'B'C'... inscrits dans les bases du cylindre. Si ces po- 
lygones sont réguliers, le prisme est dit régulier. 

Le prisme circonscrit à un cylindre droit a de même pour 
bases des polygones circonscrits aux bases du cylindre. 

Défiiution xrn. Un fuseau cylindrique est la partie - 
de la surface convexe du cylindre, comprise entre deux 
. arêtes. 

PROPOSITION XVI. 

TBÉORÈME. 

La surface latérale ou comexe du cylindre droit est égale 
au produit de la hauteur par la circonférence de la base. 

Éneifet, sironregardeiaciroonférencedeiabasecomme 
un polygone régulier d’une infinité de côtés , le cylindre 
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lui-méme p^t être regardé comme un prisme droit d’une 
infinité de faces. Or, ia surface latérale du prisme droit est 
égale au produit de la hauteur par le périmètre de la base. 
(I. 6, p. 9, c.) Donc celle du cylindre droit est aussi égale 
au produit de la hauteur par la circonférence de la base. 

Cette propriété résulte immédiatcnient de c. 1 , p. 12, où il est 
prouvé que la surface convexe du cylindre se développe en on 
rectangle. . , 

Corollaire 1. Soit r le rayon de la base, h la hauteur; 
l’expression de la surface convexe est Stt r h. 

Corollaire 2. L’aire du fuseau cylindrique est égale à 
l’arc qui lui sert de base multiplié par la hauteur. 

Corollaire 3. Lee tarfacee convexes de deux cylindres semblables 
sont entre elles comme les carrés des dimensions homologues. Car 
soient S, s ces surfaces, R, r les rayons , U, A les hauteurs. Puis- 
que les cylindres sont semblables , les rectangles générateurs le 
sont ( p. 15 , c. 3} , et l’on a 

U : A ; : R : r ; 

mais on a aussi 2 itR : 2irr : ; R : r , 

d’où , multipliant 2rRH : 2rrA : : R’ : r’, 

ou S:,5:;R’:r’ on : : H’ ; A’ : : etc. 

Les surfaces totales, bases comprises, sont dans le mémo rapport. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Le volume du cylindre droit est égal à la surface de 
la base multipliée par la hauteur. 

Cette propriété est évidente si l’on considère encore le 
cylindre comme un prisme d’une infinité de faces. Car 
(1. 6, p. 12) le volume d’un prisme est égal à la surface de 
la base multipliée par la hauteur. 

Soient Â , a les aires de deux polygones réguliers inflnitésimaux 
et semblables, le premier étant circonscrit, le second inscrit à 
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la base du cylindre ; h la hauteur. La dirrérence dt^ volumes des 
prismes, circonscrit et inscrit, qui ont ces polygones pour bases, 
est (A— ajb, quantité infiniment petite, puisque A— a l’est (I. 4). 
Donc le cylindre compris entre les deux prismes diffère infiniment 
peu do chacun de ces prismes , et si l’on prend la relation 
volume du prisme circonscrit = A X h, 
pour y négliger les infiniment pelils, on a 

volume du cylindre — aire de la base X h. 

f 

Corollaire 1 . Le rayon de la base étant r, le volume du 
cylindre sera jrrVt. 

Fig. 205. Corollaire 2. Vonglet cylindrique est le corps compris 
entre un fuseau Bw CC'm'B', et les plans BB'0'0 , CC'0'0 
menés par l’axe et par les arêtes limites du fuseau. Ce corps 
a pour volume le produit de sa hauteur par l’aire du sec- 
teur circulaire B/nCO qui lui sert de base. 

Le segment de cylindre est le corps compris entre un 
fuseau BmCC'm'B' , et le plan BCC'B' mené par ses deux 
arêtes limites. Il a pour mesure le produit de la hauteur 
00' par l’aire du segment de cercle BC/n qui lui sert de 
base. 

CoroUaire 3. Les volumes des cylindres semblables sont comme 
les cubes des dimensions bomologocs. Car si R , r sont les rayons, 
II , h les hauteurs , on a 

U : b : : R : r , 

mais TtR’ : Jtr’ :: R* : r’ ; 

multipliant , on a 

rR’U : nr h : : R3 ; r’ on : : : ft3. 

DÈFtiiiTion xFiii. Une pyramide est dite inscrite ou cir- 
conscrite à un cône droit, lorsqu’elle a pour sommet celui 
du cône, et pour base un polygone’ inscrit ou circonscrit 
à la base du cône. 


Digitized by Google 



LIVRE VII. 


2 - 4 ' 


PROPOSITION XVIII. 

La surface convexe du chne droit est égale à la moitié 
de l’arête multipliée par la circonférence de la base. 

Circonscrivez à la base du cône un polygone régulier Fij. £06. 
infinilcsimal, el joignez-en les sommets au sommet du 
cône; vous déterminerez ainsi une pyramide régulière cir- 
conscrite. Soit FG un côté du polygone, H le point de con- 
tact; si l’on joint DH, cette droite est perpendiculaire à 
FG, et par suite ÀH est aussi perpendiculaire à FG (I. 5, 
p. 6); donc ÂH, qui est l’aréte du cône, est aussi l’apo- 
tbcme de la pyramide. Mais la surface latérale de la pyra- 
mide a pour mesure la moitié de cet apothème multipliée 
par le périmètre de la base (I. 6, p. 10). Donc la surface 
du cône qui se confond avec cette pyramide, si l’on con- 
sidère le cercle comme un polygone infinitésimal , aura 
pour mesure la moitié de l’aréte multipliée par la circon- 
férence de la base. 

Celle proposilion résulte du développemenl du cône (p. 13). 

Corollaire 1. Soit r le rayon de la base, c le côté; la 

surface du cône aura pour mesure ^ c X 2jtr ou Tir. c. 

£ 

Corollaire 2. he fuseau conique, c’est-à-dire la portion 
de la surface du cône que déterminent deux arêtes quel- 
conques, a pour mesure la moitié de l’aréte multipliée 
par l’arc compris entre ces mêmes arêtes sur la circonfé- 
rence de la base. 

Corollaire 3. Les surfaces latérales ou totales de deux cônes 
semblables sont comme les carrés des dimensions homologues. 

Définition xrx.On appelle tronc de cône droit à bases pij, 207. 
parallèles le corps CMBEGF compris entre la base CMB 
d’un cône droit et une section FGE parallèle à la base. 

i6 


Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE. 


942 

Ce corps peut élre engendré par un trapèze HDBË, ayant 
des angles droits en D et H, et tournant autour du côté 
DH. Les droites HE, DB décrivent deux cercles qui sont 
les bases parallèles; la droite *£B, qu’on nomme le côté 
du tronc du cône, décrit la surface latérale; DH en est la 
hauteur. 


PROPOSITION XIX. 

THÉOHÈBIE. 

La surface latérale du tronc de cône droit a pour me- 
sure le produit du côté par la demi-somme des circonfé- 
rences des bases ou par la circonférence d'une section 
faite à égales distances des bases. 

Fig. 207 . l» Soit le tronc de cône CMBEGF ; prolongez le côté BE 
et la hauteur DH jusqu’à leur rencontre en A; AD sera la 
hauteur du cône entier, AB sera le côté de ce même cône. 
Au points élevez à AB une perpendiculaire BI; supposons 
cette perpendiculaire égale à la longueur de la circonfé- 
rence DB développée, et joignons AI ; du point E soit me- 
née la droite EK parallèle à BI. A cause des triangles sem- 
blables, on aura 

BI:EK::BA :EA::BDiEH, 
et par conséquent : : 2 7T. BD : 2 ;r. EH. 

Or, BI, par hypothèse, est égaleà 2 n. BD ; donc EK = 2 71 EH. 

Cela posé, le triangle ABI a pour mesure ^ AB X BI 

(I. 4 , p. 3) ; la surface convexe du cône ACB est ^gale à 
1 

2 ABx2 7tBD (p. 18). Donc le triangle ABI est équiva- 
lent à la surface convexe du cône ACB. De même le trian- 
gle ÀKE est équivalent à la surface du petit cône AFE; 
donc le trapèze EBIK, différence des deux triangles, est 
équivalent à la surface du tronc de cône, différence des 
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Jeux cônes. Mais Je trapèze (I. 4, p. 4) a pour mesure 
EK — f- BI 

EB X ; Jpnc la surface du tronc de cône a pour 

mesure son côté multiplié par la demi-somme des circon- 
férences des bases. 

2“ Soit L le milieu du côté EB ; de ce point L menons 
la droite LQ parallèle à BI, et le plan LP parallèle aux 
bases du tronc de cône. Le trapèze BIKE a aussi pour me- 
sure BE X LQ (I. 4, p. 4); mais on peut prouver que LQ est 
égale à circonférence LO; donc la surface du' tronc de cône 
a encore pour mesure BE X cire. LO ou 2?!. BE. LO. 

Remarque, La surface convexe du cône entier a aussi 
pour mesure son côté multiplié par la circonférence de la 
section faite à égales distances entre le somiiH|ct la base. 

Car on a (p. 18) surface ACMB = AB X ^ cire. DB. Or, 

si par le point E, supposé au milieu de AB, on fait une 
section EGF, parallèle à la base CMB, on a 

Cire. DB : cire. HE DB ; HE ; : AB : AE ; : 2 : 1. 


Doncci>c.HE = -circ. DB, et la surfaceducônc= ABx 
cire. HE. 


PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Le volume du cône droit est égal d la surface de la base 
multipliée par le tiers de la hauteur. 

Si l’on regarde le cercle comme un polygone infinitési- 
mal , le cône est une pyramide qui a pour mesure de son 
volume le produit de la base par le tiers de la hauteur 
(I. 6, p. 16). 

Soient S. ( lei aires de deux polygones réguliers inAnilésitnanx 
cl semblables , l'un circonscrit , l'autre inscrit i la base du cône ; 

i6. 
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les pyramides qui auront pour bases ces polygones et pour sommet 

lo sommet du cône, auront pour volumes r A. et -s. A, labau- 
' 3* 3 

leur commune étant A. Or la différence de ces deux expressions, 
— AX(S — s), est infiniment petite; donc la différence entre cha- 
cune de ces pyramides et le cône l’est aussi. Prenant donc la relation 
voiums d» la pyramide cireonierite = ^ S. A. 
et négligeant les infiniment petits, on a 

volume du cône = ^ AXI’afra ds la base. 


Corollaire 1. Si r est le rayon de la base, le volume du 
cône est - yrr’ h. 

O 

Fig. 206. Corollaire 2. L’onglet conique, c’est-à-dire le corps 
intercepté dans le cône par deux plans BDÂ , EDÂ conduits 
suivant l’axe, a pour mesure sa base, le secteur 6DE, mul- 
tipliée par le tiers de ÂD. 

Le segment conique, compris entre le fuseau ABHE et 
le plan ÀBE, a aussi pour mesure le produit du segment 
de cercle BEH, multiplié par le tiers de AD. 

Corollaire 3. Les volumes des cônes semblables sont comme les 
cubes des dimensions homologues. 


PROPOSITION XXL 

THÉORÈME. 

Le volume du tronc de cône droit à bases parallèles est 
égal à la somme de trois cônes ayant pour hauteur com- 
mune la hauteur du tronc , et pour bases , l’un la base 
inférieure , l’autre, la base supérieure, et le troisième , une 
moyenne proportionnelle entre les deux bases. 

Si l’on regarde le cercle comme un polygone infinitési- 


Digilized by Google 



mal, le tronc de cône devient un tronc de pyramide. Or, 
la propriété énoncée dans cette proposition est vraie pour 
ce dernier corps (I. 6 , p. 16) ; donc elle l’est pour le tronc 
de cône. 

En etret, soient ABC, abc les bases du tronc, S lo sommet du Fig. 208. 
cône total. lascrivons au cône une pyramide inflnilésimale , et soit 
y ie volume du tronc de pyramide, tronc terminé aux plans ABC ’ 
abc; la différence entre les deux troncs, différence moindre que 
la différence entre le câne et la pyramide, sera iufloimeut petite. 

Soient P, P', P", les trois pyramides dont la somme reproduit lu 
tronc y, d’après prop. 16, I. 6. Les trois cônes indiqués dans l'é- 
noncé ont même baoleur que ces pyramides; les bases diffèrent 
intiniment peu, respectivement. Donc il en est de môme des vo- 
lumes. Prenant donc 1a relation y = P-f-P'-(-P", et négligeant 
les infiniment petits on retombe sur la proposition à prouver. 

Corollaire 1, Soient R, r les rayons des bases; leurs 
surfaces seront nR ' , nr' ; la moyenne proportionnelle sera 

^ txR xnr' = ^n'Rr' ~n Rr. 

Soit h la hauteur du tronc , son volume est 

1 111 

g h. TT./î’-t- J hn.Rr— g nhiR r' Rr) 

Ktmarqut sur U volume du cylindre et du câne. On appelle cyliii. 
dre oblique le corps terminé par une surface cylindrique circulaire 
qui n'est pas droite, et par deux plans parallèles au cercle direc- 
teur. Ces plans, qui sont des cercles , sont appelés les bases du 
cylindre; la hauteur du cylindre est la distance de ces bases. Par 
un raisonnement presque identique avec celui de la prop. 16 , on 
démontrera que le cylindre oblique a pour volume le produit de U 
base par ia hauteur. 

Le cône oblique est le corps terminé par une nappe de cône cir • 
culairc non droit, et par un plan parallèle au cercle directeur ; co 
plan , qui est un cercle , se nomme la base; la hauteur est la dis- 
tance du sommet an plan de la base. Deux plans parallèles au 
cercle directeur comprennent entre eux le tronc de cône obliqu<'. 
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Les propositions 20 cl 21 s’appliqnent , la première an c&no 
oblique J la seconde au tronc de cône oblique. 

Fig. 209, DÉFiaiTiON x\. Pendant que le demi-cercle ADB tour- 
nant autour du diamètre AD, décrit la sphère , un arc tel 
que BC décrit une surface qu’on appelle zône sphérique ; 
les perpendiculaires BE, CF, abaissées des extrémités B,C 
de l’arc sur AD, décrivenl deux cercles qu’on appelle les 
bases de la zône; EF en est la hauteur. Cette zône s’appelle 
zône à deux bases. Celle que décrit l’arc AB se nomme 
zône à une base ou calotte ; sa hauteur est AE. La hauteur 
d’une zône n’est autre chose que la projection de l’arc gé- 
nérateur sur le diamètre AD qui sert d’axe. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Fig. 210. Soient AD, DC, CB, etc,’, plusieurs droites contiguës , 
égales et également inclinées, O le centre du cercle in- 
scrit au contour ADCB ; si ce contour , situé du même côté 
du diamètre AI mené par un sommet extrême A , tourne 
autour de ce diamètre , la surface décrite a pour mesure la 
circonférence du cercle inscrit multipliée par la projection 
de ADCB sur l’axe AI. 

Des sommets B , C , D menez sur l’axe les perpendiculaires 
BB', CC', DD'. Du centre O menez sur CD la perpendicu- 
laire OE, qui tombera au point E, milieu de CD; de ce 
point E menez EF perpendiculaire à l’axe, et du point D 
conduisez DG parallèle au même axe. Le trapèze CC'D’D, 
tournant autour de AI , décrit un tronc de cône dont la 
surface conyexe , engendrée par CD, a pour mesure le côté 
CD, multiplié par la circonférence qui a pour rayon EF 
(p. 19) ; désignant cette surface par surface CD, on a donc 
Surface CD = 2 jr FE X CD. 

Or, les triangles CGD, EFO qui ont les côtés respecti- 
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veinenl pcrpemlicutaircs, soiil semblables (1. 3, p. 17), ei 
donnent 

EF : DG :: OE : CD; 

d’où FExCD=OExDGou = OExC'D'. 

De celle manière, l’expression de la surface CD devient 
= 2 71 OE X C'D'. On prouvera de même que surface BC 
= 2 7tOExB'C', et que surface AD = 2tiOEx AD'. Donc 
la somme de ces surfaces , ou surface ADCB = 2 7i OE X 
(AD'4-D'C’+C'B'), ou 27T.OEX AB'. 

PROPOSITION XXIII. 

TBéoRÈME. 

La surface d’une zdne sphérique a pour mesure la cir- 
conférence d’un grand cercle multipliée par la hauteur, et 
la surface de la sphère a pour mesure la circonférence 
d’un grand cercle multipliée par le diamètre. 

En effet , si l’on regarde le cercle comme un polygone ré- 
gulier d’une infinité de côtés , la surface engendrée par 
une portion de ce polygone , aura , comme on l’a prouvé 
dans le théorème précédent, pour mesure la circonférence 
du cercle inscrit multipliée par la projection du contour 
générateur. Or, dans ce cas le cercle inscrit se confond avec 
le grand cercle de la sphère. S’il s’agit d’une zône à une 
base décrite par l’arc AB, ou d’une zône à deux bases Fig. 200 . 
décrite par l’arc BC, la projection du contour générateur 
n’est autre chose que la hauteur AE ou EF de la zône. S’il 
s’agit de la sphère entière décrite par la demi-circonférence 
AGD, la projection du contour générateur se réduit au 
diamètre AD. Donc toute zône a pour mesure la circonfé- 
rence d’un grand cercle multipliée par la hauteur, et la 
surface de la sphère a pour mesure la même circonférence 
multipliée par le diamètre. 
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Fig. 21^- ^oit d’aburd une zôue à une base décrite par l'arc abed. Inscri- 
vez à l’arc générateur une série de cordes égales formant le con- 
tour polygonal abc<2; et par rapport au point O pris pour centredo 
similitude, circonscrivez un polygone semblable ABCD; des points 
d. D menez sur l’axe les perpendiculaires dd'.DD', et du centre O 
sur CD la perpendiculaire OE coupant cd en h. La zône décrite pai> 
abcd est enveloppée par la surface que décrit le contour ABCDd . 
et ces deux surfaces se terminent toutes doux au plan circulaire que 
décrit la droite <fd'. Ija zône est donc plus petite que la surface que 
décrit ce contour. Par une raison'sëmblable, la zAne est plus grande 
que la surface décrite par le contour polygonal inscrit abcd. Or la 
surface ABCDdse compose de la surface du tronc de cône inOniment 
petit décrite par Dd . et de la surface décrite par ABCD qui a pour 
mesure ( p. 22 )... 2vOE X AD'. La surface décrite par le polygone 
abed a pour mesure 2nOhXad'. Mais OE diffère infiniment peu de 
Oh. AD' diffère inflniment peu de ad', et la surface du tronc decôno 
Dd est inflniment petite. Donc les deux surfaces qui comprennent la 
zône, diffèrent infiniment peu l'une de l’autre et de la zône. Prenant 
donc la relation 

surface abed — 2rr. Oh X ad' 
et négligeant les infiniment petits , on a 

sâne abd = 2-K. OE. ad'. 

Soit en second lieu la zône à deux bases engendrée par l’arc LI; 
on a *di»a ml = 2n. Om X *nK , 

xdnamL=27t. OmXmH, 
retranchant, on a zone 1L = 2jt. OmXKIl. 

Enfin, si l’on considère les zônes engendrées par les deux arcs 
supplémentaires al , ml, on aura 

zône al -I- zône ml = 2n Oa X (oK -H mK) 
ou sphère Oa = OaXam. 

Ainsi la surface de la sphère est égale i la circonférence d'un 
grand cercle multipliée par le diamètre. 

- Corollaire 1. Soit r le rayon d’une sphère, A la hauteur 
d’une zône; sa surface sera 2 tc r. h. 

La surface de la sphère sera 2 7 t r X 2r ou 4 jr r\ Comme 
le diamètre que nous nommerons d est égal à 2 r, on a 
i r"‘ = d', et l’expression de la surface de la sphère prend 
la forme n d’. 
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La surface d’un grand cercle est 7i r’, celle de la sphère 
est 4 7 tr’; ainsi la surface de la sphère est égale à quatre 
grands cercles. 

Corollaire 2. Si r et r' sont les rayons de deux sphères , 
leurs surfaces sont 4nr'‘, inr'^; or, on a 

ÂTtr' : 47tr'* r”, 

proportion qui prouve que les surfaces des sphères sont 
comme les carrés des rayons. 

PROPOSITION XXIV L 

THÉORÈME, 

Si un triangle tourne autour d*un« droite AD menée par son sommet Fig. 212 
A , et dont son plan , le corps décrit a pour mesure de son volume la 213. 
surface que décrit la base multipliée par le tiers de la hauteur du 
triangle. 

11 ; a trois cas : 1° la base BC du triangle est parallèle à l'axe. Fig. 212. 
Menez la hauteur AE , et du point C la droite CF parallèle i AE. 

Le rectangle AECF tournant antonr de AD décrit un cylindre droit 

qui a pour volume (p. 16, c. 1) sAExEC. D'un autre c6lé, le 
triangle rectangle ACE tournant autour de AF décrit un cône droit 

1 — » 

quiapodrTolome(p. 20, c. l)^:rAExEC. Donc le corps décrit 

par le triangle AEC qui est la diirérence entre le rectangle ,\ECF 
et le triangle .ACF, aura pour mesure la ditTérenco de ces deux 

2 — ’ 

expressions, différence qui est ;; tt. AEX EC , et qui peut se mettre 

O 

1 * 

sous la forme- AEX 2 JT. AEX EC. Or 2 itAExEC est la surface 

. lalérale du cylindre que décrit le rectangle AECF (p. 15, c. 1), ou 
bien la surface décrite par la base EC du triangle. Donc on a 

volume AEC = AE X surface EC , 
on aura de même 

volume AEB = - AE X surface EU ; 

*s 

’ Pour les prop. 24 et 25, voyez la dernière note. 
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retrancbanl le premier du second , on a 

volume ABC == ^ AE X surface BC. 

S’il t'agit du triangle AB'C , on ajoute les volâmes des corps dé- 
crits par AEC , ÂB’E , et l’on a on résultat analogue. 

Fig. ‘213. S" L’axe AD est un côté du triangle générateur ABD. Du point B 
menez sur l’axe la perpendiculaire BF. Le cône décrit par le trian- 

1 — ■' 

gle ABF a pour mesure fp. 20, c. 1) - n.BFX AF. Celui qu’engen- 

1 — ’ 

dre le triangle DBF a pour mesure - n . BF x DF. Ainsi la somme 

O 

de ces deux cônes donnera 

• 1 ’ 

columa ABD = Z TT . BF X AD 

0 

1 

OU = - tt.BFxBFX AD. 

3 

Or BF X AD est le double de l’aire du triangle ABD ; mais si l’on 
mène AE perpendiculaire à BD , le double de cette aire est aussi 
égal à AE X BD ; donc 

1 

uolume ABD=- tt.BFXAEXBD 
1 

= |AEX"BFXBD; 

d’un autre côté , tt . BF X BD est (p. 18 , c. 1) la surface convexe d u 
cône décrit par le triangle BFD , c'est-à-dire la surface décrite 
par BD; donc enfin 

volume ABD = j AEX surface BD. 

* 3° Le triangle générateur ABC tourne autour d'nne droite AD 

qui rencontre la base BC prolongée. 

On aura, d’après ce qu’on vient de prouver, 

volume ABD = ^ AE X surface BD , 

O 

volume ACD = j AE X surface CD , 
retranchant, on a 

i.’oiumc ABC = ^ \ËX surface BC. 
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litmarqae. Soit I lo milieu do BC ; surface BC n'est autre chose 
que la surface convexe ü'uu tronc de cône, laquelle a pour mesure 
le côté BC, multiplié par la circonférence qui a pour rayon la per- 
pendiculaire IG, ou 2r . IG X BC (p. 19,'. Ainsi 

2 

volume ABC = j tt.AExBCxIG; 

mais AExBC = 2ABC; donc 

2 2 * 

volume ABC = j 2:rIG X ABC = ^ cire. IG X ABC ; 

ce volume est donc égal à l'aire du triangle générateur multipliée 
2 

par les — de la circonférence que décrit le milieu I de la base. 

2 

Si l'on joint AI , qu'on prenne AB égal à ^ de AI , et qu'on mène 

HK perpendiculaire à AD , on a 

UK:IG::AB: AI::2:3. 

'2 2 2 

ÂiDsi HK= - IG, et 2;r.HK= r X 2r.lO , ou cire. HK= ^ cire. IG, 

9 O 9 

donc volume ABC = ABC X cire. HK. 

Ainsi le corps décrit par le irtan,le ABC a pour mesure l'aire de 

ce Iriartgle multipliée par la circonférence que décrit le point H pris 

sur la droite quijoint le sommet au milieu de la base, aux deux tiers 

de cette ligne à partir du sommet , ou au tiers à partir de la base. 

* • 

Définitjok XXI. Le secteur sphérique est le corps dé- F'g- 2IC-. 
crit par un secteur circulaire AOB tournant 'autour d’un 
rayon cxirâiue BO. L’arc AB décrit une calotte qu’on 
noBime la base du secteur. 

PROPOSITION XXV. 

TBÉORÈaiE. 

Le volume du secteur sphérique est égal à la calotte 
qui lui sert de base , multipliée par le tiers du^ rayon , et 
le volume de la sphère est égal à sa surface multipliée aussi 
par le tiers du rayon. 
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Fig. 214. l" démonstration. Soit le secteur de cercle AOB tour- 
nant autour de OB , et engendrant un secteur sphérique. 
Divisez l’arc AB en parties égales infiniment petites AC , 
CD, etc. Par chacun de ces points de division menez un 
plan perpendiculaire à BO; ces plans couperont la sphère . 
suivant des cercles CC'C"..., DD'D" Considérant la cir- 

conférence que décrit le point A autour de OB, divisez-la 
aussi en parties égales infiniment petites aux points A , A', 
A", etc.; joignez ces points au point B par des arcs de 
grand cercle ACB, A'C'B, A"C''B, etc. La surface de la 
calotte, base du secteur, se trouvera ainsi décomposée en 
quadrilatères à côtés infiniment petits , tels que AA'C'C , 
A'A''C"C', etc., auxquels se trouve Jointe la calotte infi- 
niment petite décrite par l’arc BD. Cela fait, au point B on 
mène un plan tangent; on mène de même en D , D' , D" des 
plans tangents que l’on termine supérieurement au plan 
tangent en B , et latéralement chacun à son intersection 
avec le suivant. On fait de même en C, C, C... , A, A' , 
A"... Ces derniers seront terminés inférieurement au plan 
du cercle AA' A". On formera ainsi une surface polyédrale 
circonscrite à la calotte , et différant infiniment peu de cette 
calotte. Joignant les sommets a, a' ,a" , b, b' , b" , etc., de 
• cette surface polyédrale au point O , centre de la sphère , 
on formera un polyèdre qui diffère infiniment peu du sec- 
teur sphérique. Or, ce polyèdre peut être regardé comme 
composé de pyramides ayant toutes pour sommets le centre 
O, et pour bases les faces adb'b, bb'c'c.,.; les hauteurs de 
,ces pyramides sont toutes égales au rayon. Car puisque la 
face aa'b'b est tangente à la sphère en A', le rayon OA' sera 
perpendiculaire à cette face; il en est de même des autres. 
Chacune de ces pyramides a donc pour mesure le produit 
de sa base ab' , a'b" , etc., par le tiers du rayon (I. 6, 
p. 15) , et^ar suite leur somme ou le polyèdre total a pour 
mesure la somme des bases, multipliée par le tiers du 
rayon. Donc le secteur sphéi’ique a aussi pour mesure la 
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calotte multipliée par le tiers du rayon. Rien n’cmpèchc 
de supposer que l’arc A B soit une demi-circonférence, et , 
par conséquent, la sphère entière a pour mesure sa sur- 
face multipliée par le tiers du rayon ’. 

â' Démonstration. SoitadO le secteur circulaire générateur ; for- Fig. 211. 
mpz les polygones abcd, ABCD comme à- la fln de la proposition 23. 

Joignez cO , 60. Le triangle dcO tournant autour de AO décrit 

un corps qui* a pour mesure (p. 24) surf. cd. X » OA; de même le 

* 4 

corps décrit par le' triangle beO a pour mesure sarf. bex ^ OA , 
et celui que décrit abO a pour expression surf. abX 4 OA. Donc 

O 

le corps décrit par le polygone abedO a pour volume surf. abedX 
OA; on aura aussi volume ABC\)0 — surface ABCDx OE. Mais 

I . 

surface abcd différé inflniment peu de surface ABCD. et ^ OA de 
1 

J OE. Donc ces deux corps dilTérent inflniment peu l’un de l’autre 
et du secteur sphérique adO. 

On conclut de là , comme à l’ordinaire , que le secteur = calotte 
X ^rayoH, et que le volume de la sphère = surface 
rayon. 

Corollaire 1. Soit r le rayon d’une sphère , h la hauteur 
d’une calotte. La surface de cette calotte sera (p. 23, c. 1) 

2 TT r/t, et le volume du secteur dont elle est la base aura 

* 1 2 

pour e.\pression - r x2 ytr/i z= — nr^ h. La surface de la 
sphère (p. 23, c. 1) est Anr'' ; par conséquent son vo- 

. Z 1 ^ , 

lume sera 4 Tir’ X ô ou ô 

O «J * 

< On peut donner à ce raisonnement tonie la rigueur désirable. 


sphérique X*^ 
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Nommanl d le diamètre, on* a aussi pour la surface de 

1 1 

la sphère Tld'. Multipliant par - dqiii est égal à - r, on a 

O O 

pour le volume ^ Jid^. 

Corollaire 2. Les volumes des sphères sont comme les 
cubes des rayons ou des diamètres. 


PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. 

g. 2I0. ig tiolum« du corps décrit par un sei/ment de cercle BAE 

tournant autour d'un rayon OF situé dans le plan du segment. 

On suppose qne le rayon OF qui sert d'axe ne coupe pas le seg- 
ment. Menez les rayons AO, BO, et des points A, B abaissez sur 
OF les perpendiQulaires AG , BH. Les secteurs sphériques décrits 

2 — > 

parBOF, AOF ont pour mesure, respectivement - vAOxFH, 

2 — •» 

aAOXFG; leur différence , ou le corps décrit par BEAO, aura 
«I 

2 — » 

pour mesure g « . AOxGH. 

O ^ 

46 i du centre O on mène OD perpendiculaire sur AB, le corps 
décrit par le triangle BAÔ a pour mesure (p. 24), surface BA X 

^ OD ; mais surfae» BA = 27r , ODx GH (p. 22) ; donc votums BAO 

2 — a 

= 3 7 t. ODX GH. 

Retranchant le corps décrit par le triangle ABO du corps décrit 
par le secteur BEAO , on a * 

2 -—a — ’ 

«oiume BAE = g tr ( AO— OD) X GH. 

— a — a , — 1 J 1 

Or, dans le triangle rectangle ADO, on a AO-OD = AD=t: -7 AB. 

4 

1 — a 

Donc enflo volume BAE — ;; ir.ABXGII. 

O 
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Défixitiox XXII. Tout plan qui coupe la sphère , la divise en deux 
parties que l’on appelle des segments à une base ; la base est le cer- 
cle suivant lequel la sphère est coupée. 

Deux plans parallèles qui coupent la sphère interceptent entre Fig^, 215. 
eux un corps que l’on nomme segment à deux bases : les bases sont 
les cercles suivant lesquels ces plans coupent la sphère. 

Si de deux poiuts A , B pris sur nn arc dont le centre est O on 
mène des perpendiculaires sur un rayon FO qui ne coupe pas l’arc , 
et qu’on fasse tourner tonte la flgure autour do rayon FO , le demi- 
segment AFG décrit un segment de sphère à une base ; la distance 
FG se nomme la hauteur du segment. La ilgnre AEBIIG tournant 
autour de FO décrit un segment à deux bases; AG, BH sont les 
rayons de ces bases , GH est la hauteur du segment. 

proposition’ XXVII. 

TBÉORtVE. * 

Le segment de sphère à deux bases est égal à la demi-somme des Fig. 215. 
bases m ultipliée par la hauteur . plus la sphère qui a celle hauteur 
pour diamètre; si le segment n'a qu'une base . il est égal à la moitié 
de celle base multipliée par la hauteur, plus cette même sphère. 

Soit le segment de sphère engendré par GAEBH autour du rayon 
FO; tirons la corde AB. Représentons, pour abréger, BH par R. 

AG par r, GH par h. 

Le trapèze GABH tournant autour de FO décrit nn tronc de cône 
dont le volume (p. 21 , c. 1) est 

t 1 

^%h(R'-hr‘-hRr) ou g rrh (2fl» +2r‘-»-2Rr). 

Le segment de cercle BAE décrit on corps dont le volume (p. 26) 

1 — ’ 

g X A AB. La somme de ces deux expressions donne ponr le 

segment de sphère 

1 — ’ 

- 7rA(2/i’-)-2r>-(-2rtr-i-AB). 

Mais si du point A on mène AI perpendiculaire à BH, le triangle 
rectangle ABI donne 

AB = ÂlV Bi’= ÂlV (BH -A G )’ 
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OU AB = A’ + (fl— r)’ = A’ -H fl’-t- r’— 2flr. 

Mettant pour ÀB cette valeur, le segment de sphère devient 
^ 7iA(3fl’+3r'‘ + A’); 

ce qui se décompose en 

1 1 

g »A(3fl’+3r’;-l- g "A3; 


cette dernière partie g rrA^ est le volume de la sphère dont A est 


le diamètre (p. 25, c. 1) ; la première est égale A A 


(ttA’-I- nr’) 
^ ' 


c'est-à-dire à la demi-somme des bases multipliée par la hauteur. 
Si l'on suppose r mil, celte expression devient celle du segment 

1 1 

sphérique à une base ; elle est dans ce cas ^ k fl’A-f- - n A3, c'est- 

à-dire la moitié de la base par la bauleur, plug la sphère dont le 
diamètre est A. 


PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

Fig. 216. Le volume de la sphère est au volume du cylindre cir- 
conscrit, comme la surface de la sphère est à la surface 
totale du même cylindre , et comme '2 est à * 

Soit ACBD le grand cercle d’une sphère, GFIH le carré 
circonscrit ; joignez les points de contact À et B par le dia- 
mètre AB, et supposez que la figure AFCIB tourne autour 
de AB. Le demi-cercle ACB engendrera la sphère, et le 
demi-carré AFIB décrira le cylindre circonscrit. Le volume 
4 

de la sphère est égal à ttH (p. 25, c. 1); mais la base du 

O 

cylindre est égale au grand cercle de la sphère jrr’; la 
hauteur AB est un diamètre 2 r, et le volume de ce corps 
est égal au produit de la base par la hauteur (p. 16), ou à 
nr^X'2 r = 2 Ttr^. Ainsi le volume de la sphère est à celui 
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4,4 

ilu cylindre : ; - tt r’ ; 2 tt r’ ou : : — : 2 : : 4 : 6 ; : 2 : 3. 

O O 

Quant aux surfaces , celle de la sphère est 4 7t r' (p. 23 , 
c, 1). Celle du cylindre est cire. BI x AB (p. 16), pu 
2 7 T rX2r=4 Ttr’; ajoutant à celle-ci les deux bases dont 
chacune est 7tr', on a pour la surface totale de ce corps 
6 Tir’. Les deux surfaces sont donc :: 4 n r’ : 6 jtr’ , 
ou : : 4 : 6 et : : 2 : 3 , rapport qui est aussi celui des vo- 
lumes. 

Remarque. Tout polyèdre dont les faces sont toutes 
tangentes à une sphère aura pour mesure sa surface multi- 
pliée par le tiers du rayon. Ainsi, deux polyèdres circon- 
scritsà la sphère, et la sphère, sont entre eux comme leurs 
surfaces. Par exemple , si l’on considère un cylindre comme 
un prisme d’une infinité de faces, et un cône comme une 
pyramide d’une infinité de faces, on conclura que les vo- 
lumes de ces corps supposés circonscrits à la sphère, et 
celui de la sphère sont comme leurs surfaces totales. 

DÉFiKiTion XXIII. La surface comprise sur la sphère ng. 217 . 
entre deux demi-grands cercles ABC, ADG, qui se termi- 
nent à un diamètre commun AC, se nomme un fuseau 
sphérique; les deux demi-grands cercles ABC, ADC se 
nomment \es faces du fuseau. Si par le centre O de la sphère 
on mène un plan perpendiculaire au diamètre AC , ce plan 
coupe les faces suivant deux droites BO, DO dont l’angle 
mesure celui des faces (I. 5 , p. 19); on l’appelle Vangle 
du fuseau, et l’arc de grand cercle BD, qui mesure cet 
angle, est appelé l’arc du fuseau. 

Défixitiox XXIV. Le corps compris entre le fuseau et 
ses deux faces se nomme onglet sphérique. 


>7 
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PROPOSITION XXIX. 

THÉOrIvME. 

. Le fuseau est à la surface de la sphère, comme l’onglet 
est au volume de la sphère , comme l’angle des faces est A 
quatre angles droits, et comme l’arc du fuseau est à une 
circonférence de grand cercle. 

Fij. 217. • Soient ABC , ADC les faces du fuseau , BD son arc. Sup- 
posons que l’arc BD soit à la circonférence du grand cercle 
comme 3 : 16. Partagez l’arc BD en trois parties égales ; la 
circonférence BDE en contiendra 16 ; si par le diamètre 
AC et par ehacun des points de division on fait passer un 
plan, le fuseau ABCD sera décomposé en trois fuseaux, 
égaux comme répondant à des angles égaux, dans la même 
sphère; la surface de la sphère entière contiendra 16 de 
ces fuseaux; donc le fuseau ABCD est à la surface de la 
sphère : : 3 : 16 ou : : arc BD : cire. BO. 

Un raisonnement semblable prouve que l’onglet ABCD 
est au volume de la sphère : : BD : cire. BO. 

Si l'arc BD varie d’une manière continue, le fuseau et l’onglet 
varient de même. Donc les rapporls précédents sont encore égaux 
dans le cas où BD n'est pas conimcnsurablc avec la circonférence 
du grand cercle. 

PROPOSITION XXX. 

TBÉOBÊME. 

L’aire du fuseau est égale à son arc multiplié par le 
diamètre ; le volume de l’onglet est égal au fuseau multi- 
plié par le tiers du rayon. 

Fig 217 vient de prouver que 

Fuseau ABCD : surf, sphérique arc BD : cire. BO. 
Multipliant les termes du dernier rapport par le diamètre 
AC, on a 

Fuseau ABCD : surf. sph. : : arc BD X AC : cire. BO X AC. 
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Or, c/rc. ,BO X AC esl la surface de la sphère (p. 23); 
Cionc fuseau ABCD = arc BD X AC. 

2" On a 

Onglet ABCD : vol, de la sphère : '.fus. ABCD : sutf. sph. 

Si l’on multiplie les deux derniers termes par ^ AO, le 

dernier terme deviendra égal au second (p. 25) ; donc l’a- 
vant-dernier devient égal au premier, et l’on a 

Onglet z= fuseau X ^ rayon. 


Corollaire 1. Soit A l’angle du fuseau , D l’angle droit , r 
le rayon ; on aura arc BD ; circ. BO : : A : 4 T) : d’où 

cire, BO xA 2 Tir. \ Tir A 


arc BD=: 
ci fuseau 


4D 

2rXTirA 


2D 


De là 


1 


~ 4 l) 

A 

= ^'-’d- 

1 


2D 


l'onglet = ^ r X TT r’. - =- Ti. r* 


Corollaire 2. Si l’on prend pour unité de surface le 
triangle sphérique trireclangle , et pour unité d’angle 
l’angle droit, la surface sphérique est égale à 8; mais A 
étant l’angle du fuseau, 


Fuseau ; surf, sph, : : arc BD : circ. BO. 
::A:4D 

ou fuseau : 8 : : A : 4 

d’où fuseau — A. 

Et l’aire du fuseau est égale au double de son angle. 

DÉFiifiTiON xxr. On appelle pyramide sphérique le 
corps intercepté dans la sphère par un angle polyèdre qui 
a son sommet au centre. Le polygone que cet angle inter- 

»7- 
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copie sur la surface de la sphère est appelé la base de la 
pyramide. Si les angles polyèdres qui interceplent deux 
pyramides dans des sphères égales sont symétriques , les 
pyramides sont aussi appelées symétriques, 

PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Deux triangles sphériques symétriques sont équivalents , 
et deux pyramides sphériques triangulaires symétriques 
sont équivalentes. 

Fig. 218. SoitÀBCun triangle sphérique, O le centre de la sphère; 
tirez des diamètres par les points Â, 6 , G, pour détermi- 
ner le triangle A'B'C' symétrique de ABC (d. 1 1). Par les 
trois points A , B , C on pourra faire passer un plan qui 
coupera la sphère suivant un petit cercle ; soient D , D' les 
pôles de ce cercle; si l’un des pôles tombe dans l’intérieur 
du triangle ABC, l’autre tombera dans le triangle A'B'C, 
puisque DOD' est un diamètre (p. 9). Menez les arcs de 
grand cercle DA, DC, DB, D'A', D'C, D'B'. Puisque DD', 
BB' sont des droites, l’arc BD= B'D', de même AD=A'D', 
CD = C'D'. Les angles compris par les arcs égaux sont 
aussi égaux. Mais le point D étant le pôle du cercle qui 
passe par les trois points A, B, G, les trois arcs AD, DC , 
BD sont égaux entre eux. Ainsi les triangles ADB, A'D'B' 
sont isoscèles ; les angles Irièdres OADB, OA'D'B' le sont 
donc aussi, et comme ils ont les faces égales chacune à 
chacune , ils sont superposables (I. 6, p. 22 , r. 1) ; les trian- 
gles ADB, A'D'B' le sont donc aussi ; de même les triangles 
ADC = A'D'C, BDC=B'D'C. Donc le triangle ABC, égal 
à la somme des triangles ADC, BDC, ADB, sera équivalent 
au triangle A'B'C , qui est la somme des triangles A'D'C, 
B'D'C, A'D'B, 

Si le pôle D tombait sur un côté AB, D' tomberait sur 
A'B', et ebacun des triangles ABC, A'B'C se composerait 
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de deux triangles isoscèles qui seraient égaux deux à deux, 
de sorte que ÂBC serait encore équivalent à Â'B'C. 

Enfin, si les pôles tombaient hors des deux triangles, 
chacun d’eux, comme le triangle abc , se composerait de 
deux triangles additifs ade, bdc, et d’un troisième triangle 
soustractifaôd, et la conclusion serait la même. 

Quant aux pyramides OABC , OA'B'C', elles se trouvent 
aussi décomposées en parties superposables; car, lorsque 
l’angle trièdre OADC se superpose avec OA'D'C', les deux 
pyramides déterminées par ces angles coïncident. Donc les 
pyramides OÀBG , OA'B'C' sont équivalentes. 

Corollaire. Le même raisonnement prouve aussi que 
les angles trièdres symétriques OABC , OA'B'C sont équi- 
valents. 

Remarque. Le cercle qui passe par les trois points A , 

B , C est un petit cercle; car si c’était un grand cercle, 
comme il passe par les deux points A , B , par lesquels on 
ne peut faire passer qu’un seul arc de grand cercle, l’arc 
AB se confondrait avec ce cercle (p. 5, c. 4), de même que 
les arcs BC, AC; donc le triangle ÂBC se changerait eu un 
arc de grand cercle, ce qui n’est pas. 

. PROPOSITION XXXII. 

TBÉORÈMi:. 

Un triangle sphérique ABC est au triangle trirectangle • 
comme la pyramide OABC qui a pour base le premier 
triangle est à celle qui a pour base le second, et comme 
la somme des angles A.,R,C du triangle ABC , diminuée 
de deux angles droits, est à un angle droit. 

Prenons pour unité d’angle l’angle droit, pour unité Fig. 219. 
de surface le triangle sphérique trirectangle, pour unité 
de volume la pyramide trirectangle. 

Prolongez le côté AC pour achever le grand cercle dont 
il fait partie; prolongez également les côtés AB , CB jus- 
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qu’à la rencontre de ce cercle en D , E; les arcs ABO , CBE 
seront des demi-cercles (p. 5 , c. 2) , et par conséquent 
AOD , COE seront des diamètres. 

Cela posé, 1° les triangles ABC, BCD forment le fuseau 
A6DC , dont l’angle est A et l’aire 2 A (p. 30 , c. 2). Les 
triangles ABC , ABE forment le fuseau dont l’angle est C 
et l’aire 2C. Enfin , si l’on prolonge les arcs BD, BE jus- 
qu’au rayon BO prolongé en B', le triangle B'ED, symé- 
trique de ABC, forme avec BED le fuseau dont l’angle est 
B et l’aire 2 B. Donc aussi ABC-j-BED équivaut à ce fu- 
seau. Les triangles ABE + BED -f- BCD + trois fois le 
triangle ABC valent' donc en somme 2A+2B-I-2 C. Mais 
ces triangles font la demi-sphère -f-2 ABC ; donc, vu l’u- 
nité de surface, et la valeur de la sphère (p. 30, c. 2), on a 

4 + 2 ABC = 2A-f-2B + 2C 
d’où ABC = A + B + C— 2. 

2° Si dans les raisonnements qui précèdent on rem- 
place les triangles par les pyramides sphériques dont ils 
sont les bases, les fuseaux par les onglets, on aura de 
même 

pyr. OABC=: A + B + C — 2. 

Or ici ABC est le rapport du triangle sphérique au 
triangle trirectangle; OABC est le rapport de la pyramide 
sphérique à la pyramide trirectangle; enfin A+B+C — 2 
n’est autre chose que la somme des angles moins deux 
droits, rapportée à l’angle droit. Donc, etc. 

Corollaire 1. Représentons l’angle droit par D , le rayon . 
de la sphère par r; l’aire du triangle par T, en prenant 
pour imité d’aire le carré fait sur l’unité de longueur. 
Dans cc cas, la surface de la sphère est (p. 23 , c. 1) 4 te r’ , 
et l’aire du triangle trirectangle, qui en est le huitième, 

1 

vaut - nr\ 

m 

En vertu du théorème ci-dessus , on a donc 
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d’où 


T : ^ Ttr^ :: A + B + C— 2D:D, 
• 1 A+B-hC— 2D 

ï=- 7tr' . 


Corollaire 2. Le volume de la sphère est (p. 25, c. 1 ) 


7 ir^; celui de la pyramide trireclangle est donc 
-X = T TTH. 


Nommons P le volume de la pyramide sphérique trian- 
gulaire rapportée à la même unité que la sphère; on aura 
aussi 


d’où 


P:s7lH::A-l-B-f-C-2D:D, 

D 

„ 1 , A+B-i-C-2D 

P=- Ttr^- — î- 

6 D 

1 t A + B + C-2D 

= - rX- 71 r\ 



Ce qui prouve que le volume de la pyramide sphérique 
triangulaire est égal au triangle sphérique correspondant 
multiplié par le tiers du rayon. 

Comme une pyramide sphérique polygonale peut se dé- 
composer en pyramides triangulaires, il s’ensuit qu’elle a 
aussi pour mesure la surface du polygone sphérique qui 
lui sert de base, multipliée par le tiers du rayon. 

Remarque. L’angle trièdre est au Irièdre trirectaagle , 
comme la somme des mesures des trois dièdres du premier, 
diminuée de deux angles droits, est à l’angle droit. 

En effet soit le irièdre OABC. Ayant décrit du sommet Fig. 219. 
O comme centre une sphère arbitraire et fait la même 
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construction que ci-dessus, on prendra pour unité de 
tricdre celui qui est trirectangle, et pour unité de dièdre 
le dièdre droit. Si dans ce dernier on mène un plan per- 
pendiculaire à l’arète, on le décomposera en deux trièdres 
trirectangles. Cela posé, les deux trièdres OBCA , OBEA 
valent ensemble le dièdre C, et comme l’unité de mesure 
de celui-ci est double de l’unité de mesure des trièdres, la 
valeur numérique de la somme des trièdres sera double de 
celle du dièdre ; donc 

OBCA -H OBEA = 2 C. 


Continuant ainsi d’imiter les raisonnements faits sur la 
pyramide, et remarquant que les quatre trièdres en O, qui 
s’appuient sur la demi-sphère, valent quatre trièdres tri- 
rectangles, on trouve trièdre OABC = A -+- B -f- C — 2. Ce 
qu’il fallait prouver. 

Corollaire 3. Soit s la somme des angles d’un polygone 
sphérique, en prenant l’angle droit pour unité : soit n le 
nombre des côtés de ce polygone ; comme on peut le di- 
viser en n triangles ayant pour sommet commun un point 
intérieur au polygone, la somme des angles de ces trian- 
gles est égale à f + 4 ; si de cette somme on retranche 
deux unités autant de fois qu’il y a de triangles, on aura 
f-t-4 — 2 n pour la mesure du polygone, de la pyra- 
mide et de l’angle polyèdre, en adoptant les mêmes unités. 


Problèmes numériques. 


1® Calculer à 


^ ...... de mètre euhe près le volume 

1,000,000 ^ 


d’une pyramide sphérique dont la base triangulaire a pour 
angles A = 125° , B = 96°, C = 86“ , le rayon de la sphère 
étant O™, 14. 

La somme des trois angles donnés est 306“ ; elle est com- 
prise entre 180“ et 640“ (p. 10); de plus, le plus petit an- 
gle 86°, augmenté de 1 80°, donne 266, quantité plus grande 
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que la somme 221® des deux autres angles. Le triangle, 
base de la pyramide, est donc possible (p. 10 , r.). 

La formule à employer est 

1 A_|_B + C— 2D 

-6 • D ’ 

elle devient ici 

I TT ( 0 -, Uy. ® =jiX 0;002744X ~ 

= ^71- 0,00 19208. 

Pour savoir combien il faut prendre de chiffres dans n; 
appelons /c et A' + a deux nombres qui comprennent 7t , 
la pyramide sera comprise entre 

0,0019208 ,, , 0,0019208 

_L__ (A-+a) et , 


quantités dont la différence est 


0,0019208 a 

r ; posons donc 


0,0019208 a 
3 


< 0 , 000001 , 


d’où 


a< 


30 

19208' 


A cct effet il suflBt de prendre a à fortiori 

suffira-t-il de prendre JT = 3,1 41, où l’on ^ j^|q 

Le calcul donne 5 X 3,141 xO, 0019208=0,00201 10776. 

O 

En se bornant aux six chiffres demandés , on a 0,00201 1 
et l’on commet sur le produit obtenu une erreur égale 
à 776 unités du dixième ordre décimal; l’erreur qui pro- 
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vient de n , où l’on a négligé moins que six dix millièmes , 
celle erreur, dis-je , est moindre que 

0,0006x0,00 19208, ou que 0,00000038416; 

nombre qui, ajouté aux 7 76 unités du dixième ordre , donne 
pour limite totale de l’erreur 0,00000046176, quantité 
moindre que 0,000001. 

Donc, en effet, à moins de 0,000001, on a pour le vo- 
lume de la pyramide 0“^ , 002011 ; ce nombre est même 
exact à moins de 0,0000005, et vaut 2 décimètres cubes 
et 11 centimètres cubes. 


2° Dans un triangle spbérique.les trois angles sont A=135°-l-12', 
B = 116* -h 10', C = 82“ H- 14' ; le volume de la pyramide qui s’ap- 
puie sur ce triangle est 0'°^,9273 , A moins de 0'”^,0001, en moins ; 
avec quelle approximation poorra-t-on calculer le rayon do la 
sphère 7 

.Soit r le rayon de la sphère ; on a. 


A-t- B+C— 180“ _ ISS’-l-.Ki' _ 768 _ 128 

ÔÔi "tT 


Ainsi 

1 128 64 

5 vr3 X -zr O» ^ > 0,9275 

b 75 22u 




<0,92715. 



d’où 

208,6875 

64v 

• 


et 

208,7100 

64» 


• 


Soient encore k et deux limites de x... ; à fortiori 

208,6875 
t>4Ck-+-« J ' 

208,7100 
*■’<— rrr-: 


la dirrérence de ces deux limites mesure l’approximation de 

„ . . 0,0225 lit -4- 208,7100* , , . , 

Cette différence est . . ; ; je la représente par d. 

64k(k-t-«) 
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Ou voit que , quelque pelit qu’on prenne ec , on ne pourra jamais 

0,0225» 225 

rendre cette différence moindre que ■ ou • Cetle 


limite est moindre que 
plus grande que 


225 3 1 

640000X3 23600 '*“® 8533 ’ 


225 


640000 X 3,2 81920’ 


qui est un peu plus grand que ■ 

Ainsi on ne saurait avoir r^ à moins de , mais on peut 
1 


l'avoir à moins de 


8533 


1 1 

Actuellement, si deux nombres diffèrent de ■ 5 ^ ou de , de 

oüuu <1103 

combien différent leurs racines cubiques? 

Soient n, n+æ les racines cubiques ; on a 

(» + a!)î-n3= ggjj et(n-+-iT 


9103 


, „ 1 ■ 1 
ou x3 + 3nx>-|-3»»a!— *^-i-3nx’-|-3r»'*x — =0, 

si l'on diminue n, la valeur positive do x augmentera, et récipro- 
quement; or l'inégalité 

, 208,6875 208,6875 

r3 > — — ou > 


64 n " 64x3,1416 

donne r>0,9; de même r<l,l. 

Donc l'équation x3+3x 0,9 . x’-i-3 X (0,9)’x— = 0 donnera 


une valeur trop grande, et x 3 -l- 3 xl,lx*- 4 - 3 (l,l)"x— 57 ^ 5=0 

01U3 

donnera une valenr trop petite. 

La première de ces équations a pour limite supérienre — ^ — , la 

20736 


seconde a pour limite inférienre 


33043 


; la mesure de l’approxi- 


mation poussée le plus loin possible est renfermée entre ces deux 
fractions. 
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Proposont-nous , par cxcinple, do cbercber r i inoina de 
prés. 

La dirréreoce des cubes sera 

—ni ou 0,000001 +0,0003. rk+0,03>». 

\ 100 ' , 

Mettant pour n une valeur trop petite , savoir 0,0 , on a 

0,00000 1 + 0,00027+ 0,02 43 
= 0,024571. 

Ainsi il sultlt que les cubes difTèreut du celte quantité ou d'une 
quantité moindre. 

Fixons cette différence à 0,01 , et cberchuns combien il faut em- 
ployer de décimales dans t pour obtenir avec cette approxiraa- 
tion-là. 

Ou posera donc 

225 1 + 2087100 X 


(i<0,0i ou 


< 1 . 


t>400t:(it + <x) 

Remplaçons au numérateur k par 3,2, au dénominateur k et 
& + X par 3 , il viendra 

72 + 208710 «<640 X9 
ou 4+ 11595 x< 320 


et 


316 J_ 
11595 36’ 


Il sufOra donc de prendre -n avec deux décimales. 

20871 2086876 


On trouve ainsi ri< 


et >- 


6400 x 3,14 640000X3,15 

r3< 1,038515 quotient pris en plus 
et > 1,035156 id. ■ en moins ; 

la première limite donne r < 1,02 racine prise en plus ; 
la seconde r>l,01 id. en moins. 

Voilà la valeur de r à moins de 0,01 prés. 

3* Trouver à moins de O'",! le rayon d’une sphère dont 
le volume est de 288“^. 

4 216 

Solution. On a - 7 T r’ = 288 , d’où =: — 

3 71 
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Or, pour que r soit connu à moins de O*”,! , il suffît que 
r’ le soit à moins de 0,00 1. Soient k, k-\- a deux nombres 
qui comprennent n. 

On posera 


216 

k 


216 

k-\-a 


<0,001 


d’où 


216 c 

A‘(A'+a) 


< 0 , 001 . 


Pour que celte inégalité soit satisfaite, il suffit que l’on ait 


216 c 
9 


< 0 , 001 , 


On prendra donc tt = 3,14169 ou jr = 3,1416. 
El l’on aura 


^ ^ ^Ï 4 i 59 ^ 68,765 quotient pris en plus 

216 

STïTô ^ quotient pris en moins. 

On trouve ainsi r < 5"',1 et r ^ 4"',(»9. 

On a trouvé pour deux limites qui ne diffèrent, en 
effet, que de 0,001 ; cela lient à ce que les valeurs de n, au 
lieu de n’èlre exactes qu’à 0,0004, comme cela suffit, le 
sont à moins de 0,000003 , puisque = 3,1 4 1 5926 H-ele- 

216 

2' Solution. Puisque r3= — , ou a r3 <72 cl r3>54, de lorle 

que r est entre 3 et 5. Cela posé, soient n et n+0,1 deux valeurs 
qui comprennent r; on aura 

(nH-0,l)3_n3 = 0,001 +0,03 . n+0,3n , 
et comme n> 3 , cette différence est 

> 0,001 + 0,09 + 2,7 = 2,791. 

Ainsi, pour que les valeurs de r diffèrent de moins que 0,1 , il 
' suiflt que celles de r3 différent de 2,791 ou do moins. 

O , 216 216 

rosoni donc — r~ — —mm ^ o 7 Qi 
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OU 

d'où 


216 a 

g 


<2.791; 


U < 0 , 11 . 


Donc on peut prendre » = 3,1. 

2160 

Et l'on a >3 < 00 < 69,678 quotient en plu» , 

31 

2160 

r3 >32 ou > 67,5 quotient en moins. 


Ce» valeurs dilTèrent, en elTet , de moins que 2,791 ; ainsi leurs 
racines cubique» exactes différeront de moins que 0,1 ; mais leur» 
racines approchées, la première en plus, la seconde en moins , 
sont r <4,2 et r > 4,0. Il ne sufflt pas de pousser la racine cubiqne 
jusqu’aux centièmes; la question reste encore indécise ; mai» si 
l'on prend n avec une décimale de plus, on trouve 

r3<68,7dO et r3 > 68,571, 

« 

nombres dont les racines cubiques sont 4,1 pour le premier en 
plus, et 4,0 pour le second en moins. 


PROPOSITION XXXIII. 


PROBLÈME. 


Étant donnés trois des six éléments d'un triangle sphérique, trou- 
ver par des constructions planes les trois autres. 

Au lieu du triangle sphérique, on considérera l’angle Iriédro 
qui , ayant son sommet au centre de la sphère , intercepte ce , 
triangle. 

Soient A , B, C les trois faces, a. b. c les dièdres opposé» on les 
angles plans qui mesurent ces dièdres. La question présente six 
cas, dont voici le tableau : 


Étant donnés 1" A , B , C 
2° A , B , c 
3» A , B , O 
4» k , a, c 
.5» A , b . c 
6“ a , 6 , c 


on demande a , b ,c. 

a. b.C. 

b. c ,C. 
ft. B, C. 
O, B, C. 
A,B,C. 


An moyen du triédre supplémentaire, les trois derniers casse 
ramènent aux trois premiers. En effet , supposons qu’on sache 
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rétoudre le premier cas , et qu’il s’agisse de résoudre le siiiéme. 

Oii construira un Irièdre qui ait pour faces A'= 180— o, B'= 180—1». 

C'= 180 - c ; soient a', b', c' les dièdres opposés que nous suppo- 
serons trouvés. On aura aussi (1. 5, p. 28} 

A =180— O', B = 180 -6'. C = 180-c',- 
donc , des trois angles a, ii . c. on pourra déduire les trois faces 
A , B , C. 

De même le cinquième cas se ramène au deuxième, le quatrième 
au troisième. 11 suffit donc de résoudre les trois premiers. 

1° Connaistant A , B , C , Iroucer a ,b , c. 

Soit SABC l'angle trièdre. Si les faces CS.A , CSB étaient des 
angles droits , la droite CS serait perpendiculaire an plan BSA, les Fjg. s20. 
angles dièdres SA , SB seraient droits, et la face ASB mesurerait 
le dièdre SC. Ce cas ne donne donc lieu à aucune construction, et 
nous en ferons abstraction. 

D’un point C , pris à volonté sur l’arête CS, menez à AS et BS 
des plans perpendiculaires , le premier coopéra la face CSA sui- 
vant une droite CA perpendiculaire à SA , et la face BSA suivant 
AU également perpendiculaire à SA; l’angle CAD mesurera le 
dièdre SA. Le second plan, celui qui est perpendiculaire à BS , 
détermine de même l’angle CBD, mesure du dièdre BS , et l’inter- 
section de CCS deux plans CAD, CDD sera une droite CD , perpen- 
diculaire an plan ASB. Pour avoir sur la même figure la mesure 
du troisième dièdre, on peut mener par le point C un plan per- 
pendiculaire à l’aréle CS, lequel coupera les faces suivant les trois 
droites £C, CF, EF, dont les deux premières comprennent l’angle 
cherché. Ainsi, il suffira de construire les trois triaoglcs CAD, 

CBD , CEF. 

A cet effet, soient pris sur un plan les trois angles C'S’A', A'S'B', 

B'S'C", respectivement égaux aux faces CSA, ASB, BSC; suppo- 
sons la face ASB placée sur A'S'B', et ouvrant l’angle Irièdre dans 
l’aréte CS, faisons tourner le plan CAS autour de A'S' pour le 
placer en A'S'C', et le plan CSB en B'S C", de sorte qu’on aura 
CS=C'S' = C"S', C'A' = CA, A'D' = AD, D'B' = DB, etc.; ou 
ce qui revient au même, prenant C'S' =C"S' = CS, qui est arbi- 
traire , menons C'A', C''B' perpendiculaires à S'A' et S'B'. Pour 
construire le triangle CAD, on a l’hypothénuse C'A' = CA , le côté 
A'D'= AD ; on le construira donc en faisant l’angle droit A'D‘c , 
décrivant de A' avec le rayon A'C' un arc qui coupe la perpendi- 
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cuUire D'o en un point e, et joignant A'c, l'angle cA'D' aéra égal 
à CAD. De mèuie arec le côté D'B' qui =DB, et l'bypothénuae 
B'C" = BC, on construit le triangle rectangle D'B'c', dans lequel 
l'angle D'B'c' est égal à DBC. 

Pour construire lo triangle CEF, on remarquera que dans le 
développement du triédre le côlé CE , perpendiculaire à CS , se 
confondra avec C'E', perpendicniaire à C'S', le côté CF avec C"F', 
perpendiculaire à C' S', et par suite le côté EF avec E'F'. Avec les 
trois côtés C'E', E'F , F'C" on construira donc le triangle e"E'F', 
qui sera égal à CEF ; par conséquent, e" est la mesure du troisième 
dièdre CS. 

Si la perpendiculaire CD tombe sur le prolongement de DA au 
deli de A par rapport à D, le triangle CAD ne renferme plus la 
mesure du dièdre AS , mais bien sOn supplément. C'est aussi ce 
que donnera le triangle C'A D'. 

2° Connaissant deux faces B'S'A', A'S'C' et le dièdre compris, 
trouver les autres éléments. 

Menez A volonté une droite C'D' perpendiculaire à S'A'; au 
point A' faites l'angle cA'D' égal A la mesure du dièdre donné ; 
prenez cA' = C'A', menez cD' perpendiculaire A A'D‘; du point D' 
menez sur S'B' la perpendiculaire indéflnie D'B', et coopez-la par 
un arc de cercle décrit du point S' comme centre avec le rayon 
C'S' ; soit C" le point d'intersection ; tirez C"S', l'angle C"S'B' sera 
la troisième face. Car, si au moyen des trois faces C'S'A', A'S'B', 
B'S'C" on cherche (premier casj , les dièdres , on trouvera cA'D'. 
Bien n'empècbe de trouver maintenant les dièdres e'B'D' et e". 

Fig. 221. 3° Connaissant deux faces B, et le dièdre a opposé à l'une de ces 

faces, trouver le reste. 

Soit SABC le trièdre , CS.A , BSA les faces données ; on connaît 
de plus le dièdre opposé à CSA. Par un point A pris A volonté sur 
AS, on mènera deux plans: lo premier ABE perpendiculaire A 
l'arète BS, le second ADE perpeudiculaire A AS. Cos deux plans , 
tous les deux perpendiculaires au plan BSA , se couperont suivant 
une droite AE perpendiculaire A ce plan BS.4. Le plan ABE, per- 
pendiculaire A BS, déterminera l'angle EBA , mesure dudièdre BS; 
ainsi dans le triangle ABE on connaîtra le côté AB, l'angle en B 
et l'angle droit eu A ; on trouvera donc le côté AE. On connaît 
AD; donc on pourra construire le triangle ADE rectangle en A , ce 
qui fera connaître l'angle ADE. Dès lors , dans le triangle ADC , 
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on connaîtra lea côtés AD , AC , et l’angle ADE opposé à ce der- 
nier, et l’on pourra constrnire DC. Enfla DC , SC , SD détermine- 
ront la troisième face DSC. 

Soit donc ASC' = ASC, A'S'B' = ASB. Supposant A'S' = AS, 
élevez A'C' perpendiculaire à A'S', et prolongez cette ligne jus- 
qu’à la rencontre de S'B' en D'. On aura A'C' = AC , A'D' = AD , 
D'S' = DS, C'S' = CS. Du même point A' on mènera A' B' perpen- 
diculaire à D'S , et l’on aura A'B'= AB. Au point B' on fera l’angle 
A'B‘E' = ABE, en A' on mènera A'E' perpendiculaire à A'B'; le 
triangle A'B E' sera égal à ABE, de sorte que A'E' AE. Actuel- 
lement , pour construire le triangle DAE , on connaît A'D — AD, 
A'E' = AE. Comme l’angle D'A'E'^ est droit, si l’on prend A'E"=; 
A'E', qu’on tire D'E", on aura le triangle D'A'E" égal à DAE. 
Ainsi l’angle E"D'A' sera égal à EDA ; pour avoir le triangle DCA, 
on connaît D'A'=DA , C'A'=C A, et l’angle E"D'A'=EDA opposé à 
CA. Ainsi do point A', comme centre avec le rayon A'C', on décrit 
un arc qui coupe D'E" en C, ; D'C, sera égal à DC ; puis , avec les 
trois côtés C'S' = CS, D'S' = DS, et D'C,— DC, on décrit le 
triangle D'S'C"; l’angle D'S'C" sera la troisième face, et la ques- 
tion est ramenée au premier cas. 

L’angle A'S'C' a été supposé plus grand que A'S'D'; par suite, 
A'C' est plus grand que A'D', et le triangle A'D'C, est toujours 
possible d’une seule manière, de même que l’angle triédre. Si 
l’angle A'S'C', opposé au dièdre donné, est plus petit que A'S'D . 
le côté A'C' est aussi plus petit que A'D', et le triangle A'D'C, est 
possible de deux manières, d’une seule, ou est impossible, selon 
que A'C est supérieur en grandeur, égal ou inférieur à la perpen- 
diculaire abaissée de A' sur D'C, (1. 2). Le triédre offre donc aussi 
deux solutions , une seule , ou est impossible. 

Dèfimitiox xxri. On appelle polyèdre régulier tout polyèdre dont 
toutes les faces sont des polygones réguliers , égaux et également 
inclinés, et dont, par conséquent, tous les angles polyèdres sont 
égaux. 

PROPOSITION XXXIV. 

TBÉORÈME. 

Il y a cinq polyèdres réguliers convexes , et il n'y en a pas plus de 
cinq. 

Je dis d’abord qu’il n’y en a pas plus de cinq. 

18 
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En eMet, pour former un polyèdre régulier convexe avec des 
polygones réguliers égaux , il faut qu'on puisse assembler aulonr 
d’un point un certain nombre de ces polygones, de façon que la 
somme des angles ainsi assemblés soit moindre qne quatre droits 
^1. 5, p. ül}. Or, comme il faut au moins trois faces pour un angle 
polyèdre, on doit exclure tous les polygones qui pnt plus de cinq 
cillés. Car, dans l’Iiexagone, chaque angle vaut 120°, cl si l’on as- 
semble trois de ces angles autour d’un point, on aura 36(>>, ce qui 
formera un plan et non pas un angle polyèdre. A plus forte raison , 
ne saurait-on prendre des polygones de plus de six côtés, puisque 
l'angle du polygone régulier augmente avec le nombre des côtés. 
On no pourra donc employer que des polygones de trois, quatre 
ou cinq côtés. En fait de pentagones réguliers, on no saurait en 
prendre plus de trois autour d’un point. Car l’angle du pentagone 
régulier vaut 108», et quatre de ces angles feront plus qne 3#0». 
On ne saurait non plus assembler plus de trois carrés autour d'un 
point. Quant aux triangles équilalérant , on peut en réunir trois, 
quatre ou cinq; mais si l’on en prenait six, comme l’angle du 
triangle équilatéral vaut 60’, on aurait déjà 300". A fortiori . n'un 
peut-on pas prendre plus de six. Donc , il n’y a pas plus de cinq 
polyèdres réguliers, dont- trois ont pour faces des triangles, nu 
quatrième a pour faces des carrés, et le cinquième des penta- 
gones. 

Je dis , en second lien , qu’il y a cinq polyèdres réguliers. 

I» Le télraèdre régulier. 

g. 222. Construisez us angle triêdre avec trois angles de 60» chacun , 
soit ABCI) cet angle trièdre. Prenez les trois arêtes AB, AC, AD 
égales entre elles, et joignez BD, »C, CB; le tétraèdre régulier 
sera formé. Car le triangle ABC est isoscèle, puisque AB = AC , 
et comme l’angle en A est de 60», il est équilatéral; U en est de 
mémo des triangles ACD, ABD ; par conséqucnl , BCD est aussi un 
triangle équilatéral. Ainsi, le tétraèdre est compris sous quatre 
triangles équilatéraux égaux; d'ailleurs, les angles dièdres sont 
égaux. En effet, les deux angles trièdres B et A sont égaux comme 
composés de faces égales chacune à chacune. Donc le dièdre AC 
est égal à CD ou à BD , etc. 

2» L'hexaédre régulier ou cube. 

Aux quatre sommets d’un carré, élevez au plan de ce c.irré et 
dn même côté de ce plan des perpendiculaires égales au côté du 
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carré; leurs extréiuilés supérieures délcrinineronl un carré égal 
au premier, el le cube sera coiislruil. 

3° L'oclaèdrê riguUer. 

Soit BEDC un carré, O son centre; en ce point O élevea au plan 233. 

UEDC une perpendiculaire AF, et prenez-y les deux dislances OA, 

* 

OF égales entre elles et à la demi-diagonale BO ; joignez les points 
A et F aux quatre sommets du carré; la figure ABCDEF sera un 
octaèdre régulier. En effet, les obliques qui partent des points A 
et F sont égales; d'ailleurs, les triangles rectangles AOE, OED 
étant égaux i cause de AO = OD et de OE commua, le côté AE 
sera égal à ED. Par conséquent, les huit faces du polyèdre sont 
des triangles équilatéraux égaux. Les angles dièdres sont aussi 
égaux. Pour le prouver, prenons les angles triédres ABEU, DEAC 
qui ont les trois (aces égales chacune à chacune; savoir l'angle 
droit BAD égal à l'angle droit CDE, et jes angles BAE, EAD, ADE, 

ADC égaux comme angles de 60°. Donc aussi le dièdre DAEB est 
égal au dièdre ADEC. Le mémo raisonnement s'applique à deux 
dièdres quelconques. Donc enfin la figure est un octaèdre ré- 
gulier. 

4' Le dodécaèdre régulier. 

Avec trois angles AEil, IlED, AED égaux entre eux et à l'angle Fig. 224. 
du pentagone régulier, on formera un angle triédrcE; ses trois 
dièdres seront égaux. Sur chacun de ces angles AEH , AED, DEIl 
un achèvera un pentagone régulier, en donnant à ces trois poly- 
gones des côtés égaux. Soient EABCD, AEIIGF, HEDKI ces trois 
pentagones. Les deux droites AF, AB formeronl un angle F' .AB 
égal à AEU. Car le trièdre déterminé par les trois aréics AF, AE, 

AB et le trièdre E ont deux faces égales également inclinées et 
sont égaux: <louc FAB= AEU. On pourra donc aussi sur F.A et 
AB achever un pentagone FAO égal à AUD. Ou pourra do mémo 
placer le pentagone OBU égal aux précédents. Si l'on fait de mémo 
sur MCD et sur KDC, les deux plans, ainsi obtenus, se confondrotil 
comme faisant avec le pian CDA iin angle dièdre égal à HE.Ai). 

Cela posé aux points U, F, 0, M, K se rencontrent les mêmes cir- 
constances qu'en A , B, C, D. Donc on pourra assembler en ces 
points cinq nouveaux pentagones égaux entre eux et aux six précé- 
dents ; ces figures ne laisseront plus que l'espace vide abede, cir- 
conscrit par cinq côtés égaux. Or, en chacun des points a. b. e, d, e 
il se passe encore ce que nous avons rencontré en A, B, etc. Donc 

l8. 
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le plan abc conliendra aussi les trois ilroiles cd, dt. ea, cl fera avec 
chacun des plans adjacents des angles dièdres égaux entre eux et 
aux autres dièdres do la Qgure. On aura donc ainsi construit un 
dodécaèdre régniier. 
rig. 225 . 50 ijicoaaèdr» réffulier. 

Soit abcJe un pentagone régulier, o son centre , of une perpen- 
diculaire au plan de ce polygone. Dans le plan aof décrivez du 
point a. comme centre avec un rayon égal à ab, un arc qui coupera 
cette perpendiculaire of en un point f ; les droites fe, fd. fc. fb. fa 
seront égales entre elles et au côté ab; on aura donc, autour du 
point f, cinq triangles équilatéraux égaux. Les plans de ces trian- 
gles comprennent des dièdres égaux. Car les dièdres abfe. bafe 
sont égaux comme formés chacun par un angle de pentagone régu- 
lier et deux angles de 60°, Donc le dièdre fb est égal au dièdre fa. 
On prouvera de même l’égalité des trois autres dièdres avec le 
dièdre fa. 

Actuellement, soit ADCDEF un angle polyèdre égal à celui qu'on 
vient de former; supposons qu'on en ait formé encore plusieurs, 
tous égaux à celui-là. Prenons-en un second, et superposons deux 
faces avec les triangles AUE, ADC, les trois autres viendront se 
, placer en DEK, DIK, DIC, ce qui formera trois faces nouvelles. 
Un troisième angle pentaèdre sera superposé par trois faces avec 
les triangles CBA , CAD, CDl ; il donnera les deux nouvelles faces 
CBH, cm. Un quatrième sera superposé par trois faces avec les 
triangles BHC , B.àC, BAF^ et donnera les deux nouvelles faces 
BIIG, BFG. Un cinquième sera superposé sur les trois triangles 
FBG, FBA, AFE; il donnera encore deux faces FGL, FLE. Autour 
du point E se trouvent assemblés quatre triangles EDK, EDA, EAF, 
EFL, comprenant des angles dièdres tous égaux à ceux de l'angle 
f. Si donc on place sur ces quatre faces un nouvel angle égal à f. 
on obtiendra encore une face LEK, ce qui forme en tout quinze 
faces égales et également inclinées. Sur les trois faces IKO , DKE , 
LKE on superposera un nouvel angle pentaèdre, et l'on aura les 
deux nouvelles faces LKM, MKI. Au point 1 sur les quatre face* 
IIIC, CID, DIK, IKM on en superposera encore un, qui donnera la 
nouvelle face HIM. Au point H on fera de même, et l’on aura la 
nouvelle face HGM, ainsi qu'au point G , co qui fournira encore 
une face GML. On aura donc en M cinq faces, ce qui donne les 
vingt faces. 
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PROPOSITION XXXV. 

THÉORÈME. 

A tout polyèdre régulier on peut inscrire et circonscrire une sphère^ ' 

Soit 4B l’aréte commune à deux facei adjacentes d’un polyèdre Fig. 226. 
régulier, C , D leurs centres , E le milieu de Ali ; les droites CE , 

LIE sei'oiiL perpendiculaires à AB, ainsi que leur plan CED. Dans 
ce plan CED soieut menées les droites CO, DO respectivement per- 
pendiculaires à CE et DEt elles se couperont en un point O, et si 
l’on joint les points O et E, les triangles OCE , OED seront rectan- 
gles en C et D; ils auront les côtés CE, ED égaux comme apo- 
thèmes de polygones réguliers égaux; l’hypotbénuse OE est d’ail- 
leurs commune; donc ils sont égaux comme ayant deux côtés 
égaux et l’angle opposé au plus grand côté égal. Par suite CO = DO. 

Soit maintenant FG un second côté de la face qui a le point D 
pour centre , 1 le centre d’une troisième face dont FG fait aussi 
partie. En ce point 1 élevons à cette face une perpendiculaire ; je 
dis qu’elle passera au point O. Car elle coupera DO de même que 
DO rencontre CO ; supposons que cette perpendiculaire soit 10', 
et qu’elle rencontre DO en O'. Menez les apothèmes DH, IH; 
joignez HO'. On prouvera que les triangles DH0‘, lilO' sont égaux, 
de sorte que les angles DUO', O'HI le sont aussi. Or, DHI est la 
mesure du dièdre GF, comme CED est celle du dièdre AB ; ces 
dièdres sont égaux, puisque le polyèdre est régulier; donc les an- 
gles DHO', DEO sont aussi égaux comme étant les moitiés des me- 
sures de ces dièdres. Il s’ensuit que les triangles rectangles IIDO', 

DEO ont, outre les angles droits en D, on angle aigu égal , et le 
côté DH = DE. Donc ils sont égaux , et le côté DO' = DO , ce qni 
exige que 10' se confonde avec 10. Ainsi , les perpendiculaires 
élevées aux centres des faces du polyèdre se coupent en un même 
point O et sont égales. Ce point 0 est donc le centre de la sphère 
inscrite et OC en est le rayon. 

En second lieu les distances du point 0 aux sommets A, B, G, F 
sont égales, comme obliques s’écartant également de perpendicu- 
laires égales. Donc le point 0 est aussi le centre do la sphère cir- 
conscrite, et AO est le rayon de celle sphère. 
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PROPOSITION XXXVI. 

THÉORÈME. 

Le nombre det sommets d'un polyèdre, augmenté du nombre des 
faces, est égal au nombre des arêtes plus deux. 

Prenez dans l'intérieur du polyèdre un point d’où tous mènerez 
des droites à tous les sommets. En ce même point on placera le 
centre d'une sphère qni coupera toutes ces droites; enfin, on 
joindra ces points d'intersection par des arcs de grand cercle, de 
manière qu'il en rêsolto sur la surface de la sphère des polygones 
qui correspondent chacun à une face du polyèdre. Soit F le nombre 
des faces ou des polygones sphériques; soient s, s', t", etc,, la 
somme des angles dans le premier, le deuxième, le troisième, etc., 
de ces polygones sphériques; n, n', n", etc., les nombres des 
côtés ; les aires de ces polygones seront en somme ( p, 32, r. 2) 

» + 4 — 2n + ï'-t-4 — On' -t-s" -t-4 — 2n" + 

le triangle trireclangle étant pris pour unité; mais la somme de 
ces aires forme Faire de la sphère qui, dans ce cas, est repré- 
sentée par huit. Donc on a 

s -t- i' -1- *" H- etc., — 2n — 2n' — 2n" — etc. - 1 - 4 F = 8. 

Car le nombre 4 est répété autant de fois qu'il y a de polygones. 
Or, autour de chaque sommet il y a quatre angles droits de formés ; 
par conséquent, si l'on nomme S le nombre des sommets , on a 

s -t- s' s'' “H - 4 s. • 

D'ailleurs n H- n' -H n" -t- est le nombre des côtés des poly- 

gones sphériques, nombre qui est double do nombre des arêtes; 

nommons A ce dernier nombre; on aoran + n'-4-n''>i- =2A 

et la relation ci-dessus devient 

4SH-4F — 4As:^8 ou S -H F = A-+-2. 

Corollaire. L'hexaèdre régulier a 6 faces et 8 sommets; donc 
A = 12. 

L’octaèdre a 8 faces et 6 sommets , d'où A = 12. 

Le docécaèdre a 12 faces et 20 sommets , d'où A = 30. 

Enfin , l'icosaèdre a 20 faces et 12 sommets , donc A = 30. 
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NOTE 


« 

sü« LM PBOP. 5 , 7 DU UT. 3; Pnop. 1 , uv. 4; pbop. 19, liv. 5; 
PROP. 11 , UT. 6; PBOP. 30, LIT. 7. 


Dans CCS propositions il s'agit de passer du conimensurable à 
l’incommensurable. On a rédnit ce passage en principe général 
Cp. 4, I. 3). En faTcur des lecteurs qui préfèrent la réduction i 
l'absurde, on tr donner deux exemples de ce genre de démon- 
stration. 

Liv. 3, prop. 5. Supposons que les arcs BC, BD ne soient pas pjg, 227. 
conuneiisurables entre eux. Je dis qu'on n’en aura pas moins la 
proposition 

anÿU BAC : angle BAD ; : BC : BD. 

Car si celte proposition n'est pas vraie , un pourra la rectifier en 
changeant le quatrième terme. Supposons que le quatrième terme 
soit BO, dé sorte que 

BAC ; BAD : : BC : BO. 

Divisons l'arc BC en parties égales moindres que DO ; il y aura au 
moins un point de division entre D et O. Soit 1 ce point, et soit 
joint Al. Puisque l'arc BI contient un certain nombre do parties 
égales de l’arc BC , les arcs BC, BI seront commensurables, et 
d'après ce qu’on vient de prouver, on aura 

BAC : BAI : : BC : BI. 

Celte proportion et la précédente ayant les mêmes antécédents , 
on en conclut que 

BAD: BAI:: BO: BI. 

Or, dans cette proportion, le premier aolécedent BAD est plus 
petit que son conséquent B.\l , tandis que le second antécédent BO 
est plus grand que Son conséquent BI , ce qui est absurde. Donc 
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Fig. 228. 


a8o 

on ne pent pas sapposcr qne le quatrième terme de notre propor- 
tion soit plus grand que BD; on démontre de même que ce qua- 
trième terme ne saurait être pius petit que BD; donc il est BD, et 
l’on a dans tons les cas la proportion 

BAC : BAD : : BC : BD. 

Ait). 4, prop, i. Supposons que dans les parallélogrammes, les 
c5tés AD, AG soient commensnrables entre eux, sans qne AB et 
AE le soient; on n'en aura pas moins 

ABCD : AEFG : : AD X AB : AG X AE. 

Car si celte proportion est fausse, on pourra la rectiOer en chan- 
geant le facteur AE du quatrième terme. Supposons que ce facteur 
doive être AH , et qu’on ait 

ABCD : AEFG : : AD X AB : AG X AH. 

Divisez AB en parties égales plus petites que EH ; il y aura entre 
E et H au moins on point de division; soit I ce point. Achevez le 
parallélogramme AlKG , qui aura ses côtés commensnrables avec 
ceux de ABCD et donnera 

ABCD : AlKG ; : AD X AB : AGX Al. 

La comparaison de ces proportions donne 

AEFG : AlKG : : AG X AH ; AG X AI ou : ; AH : AI. 
proportion absurde, puisque AEFG est < AlKG, tandis qne AU 
est > AI. On démontre de même qu’aucun antre facteur ne peut 
remplacer AE. Donc enCn 

ABCD : AEFG : : AB X AD : AE X AG. 

Maintenant on peut supposer qne AG et AD ne soient pas non 
plus commensnrables entre eux , et en répétant le même raisonne- 
ment , on prouvera qne la proportion ci-dessus est exacte dans 
tous les cas. 


NOTE POUR LA PAGE 101. 


L’extraction de la racine carrée peut s’abréger en vertu d’un 
principe d’algèbre que voici : 


Soient a , b deux nombres dont la différence est moindre que 


1 

10 “ 
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et qui sont d'ailleurs tels que n'est pas moindre 


que 1 : la diffirence entre la moyenne arithmétique 


a-+-b 


et la 


moyenne géométrique 


[/'âb 


sera moindre que 


10 ’“ 


Car —^âb— ^ 

(t/â - t/b)” (t/fl-t- j/iy _ (a-br _ 
2(l/a-hi/by 2 (l/a-+-l/6)" ’ 

1 1 

or paisque a— b < — , on a (a— 6)’< • 

» 

Comme d’aiUenra 2 ((/a 4- y^b)^ est an moins égal A 1 , on en 
conclnt qne 

û-^6 - y — 




2 


10” 


Donc , dès qn'on arrivera à deux qaantilés R, , r|^, qui auront 
de commun ÿ à droite de la virgule, la moitié des chiffres qn'on 

, y 

, an lien de V on prendra — I- ; le 


veut conserver 
résultat sera le même. 


THÉORÈMES A DÉMONTRER ET PROBLÈMES 
A RÉSOUDRE. 


1. Théorème. Étant donnés m points parmi lesquels il n’y en a 


pas trois en ligne droite , on pourra former 


(ni— l)(fn— 2)...3.2.1 
2 


polygones différent ayant chacun tons ces points pour sommets ; 
parmi tons ces polygones, il n’y en a jamais pins d’un qui soit 
convexe. 

2. Th. Si deux droites AD , DB rencontrent une droite EC , de pjg, 5. 
manière que les angles ADE, CDD, non-adjacents, soient égaux, 

DB sera le prolongement do AD. 
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ï'ig. 5- 3. Th. Si quatre droites AD, I)B, CD, DE concoureul eu un 

point D, de façon que les angles non adjacents soient égaux , sa- 
voir ADE=CDB, ADC = EDB, il en résulte que DB est le prolon- 
gement de ÂD et DE le prolongement de CD. 

4. Problème. D'un point pris dans un angle mener une droite 
également inclinée sur les côtés de cet angle. 

Construire un qiiadrilalire, connaissant: 

5. Pr. Les quatre côtés et un angle ; 

G. Pr. Les quatre côtés et une diagonale; 

7. Pr. Trois côtés et les deux diagonales; 

8. Pr. Deux côtés adjacents, les deux diagonales et un angle non 
compris entre les deux côtés donnés. Ce problème présente deux 
cas par rapport à la position de l'angle donné; 

9. Pr. Deux côtés opposés , les deux diagonales jet un angle ; 

10. Pr. Un côté et les quatre segments dos diagonales. 

11. Pr. Décrire un trapèze connaissant les quatre côtés (sachant 
quels sont les côtés qui doivent être parallclesj. 

12. Pr. Étant données deux droites MN, PQ , on prend sur la 
droite MN un point A, et on demande de trouver sur PQ un point 
B tel , que si de ce point ou mène sur MN une perpendiculaire BC , 
elle soit égale à CA (le lecteur est prié do faire la flgurej. 

13. JA. Dans un pentagone il ne saurait y avoir plus de trois an- 
gles qui soient droits. 

14. JA. Si do point d’intersection des deux diagonales d'on pa- 
rallélogramme on mène deux droites quelconques, les points où 
elles rencontrent les côtés sont les quatre sommets d'un nouvean 
parallélogramme. 

15. Pr. Far deux points donnés, faire passer un cercle qui ail 
son centre sur une ligne donnée. 

IC. JA. Dn quadrilatère est inscriplible si les angles opposés sont 
supplémentaires. 

17. JA. dans un quadrilatère circonscrit, la somme des'côtés op- 
posés est constante. 

18. JA. Réciproquement, si dans un quadrilatère la somme de 
deux côtés opposés est égale à celle des deux autres, on peut inscrire 
un cercle dans ce quadrilatère. 

19. Pr. Par un point pris dans un cercle , mener une corde de 
longueur donnée, et délermincrlcs limites entre lesquelles la lon- 
gueur donnée doilétre comprise pour que le problème soit possible. 
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20. Th. Si dant an cercle on mène denx cordes à angle droit, et 
qu’on en joigne les extrémités au centre , les angles opposés au 
centre seront supplémentaires. 

21. Th. Soient du point A denx tangentes au cercle B; menez du Fig. 51. 
point de contact D la droite DF perpendiculaire à AE ; la partie DI 

sera égaie au rayon BD. 

22. Pr. Par un point pris dans on cercle, mener une corde telle 
que la diCTéronce des segments dans lesquels ce point divise la 
corde, soit égale à une longueur donnée. 

23. Pr. Par un point extérieur à an cercle , mener une sécante 
telle que la partie interceptée dans le cercle soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

24. Pr. Deux cercles étant donnés , mener ane sécante telle que 
les parties interceptées dans les cercles soient égales à des lon- 
gueurs données. 

Construire un triangle connaissant : 

25. Pr. La base, la bauteor et on angle à la base ; 

26. Pr. La base, la bauteor et l'angle au sommet ; 

27. Pr. La base , un angle adjacent et la somme des deux autres 
côtés ; 

28. Pr. La base, un angle adjacent et la différence des deux 
autres côtés; 

29. Pr. La base, l'angle au sommet , et la somme des deux autres 
côtés; 

30. Pr. La base, l’angle au sommet et la différence des deux 
autres côtés ; 

31. Pr. La base, l’angle au sommet et le rayon du cercle inscrit ; 

32. Pr. Deux côtés et le rayon du cerclé circonscrit; 

33. Pr. Les angles adjacents à la base et la hauteur; 

34. Pr. La base et les droites menées des extrémités de cette 
base aux milieux des côtés opposés ; 

35. Pr. La base et les perpendiculaires menées des extrémités de 
cette base sur les côtés opposés ; 

36. Pr. Deux côtés et la droite qui va de leur point d’intersection 
au milieu du troisième. 

37. Pr. Entre les deux côtés de l'angle droit d'un triangle 
rectangle, placer une droite qui ait son milieu sur l’bypothénuse. 

38. Pr. Dans un triangle ABC , mener une droite DE parallèle à Fig. Cl. 
BC, de façon que DEr=DBJ; EC. 
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38. Pr. Décrire un (rianglo rcclangle coivnaiasani un côlé et sa 
projection sur l'hypothénuse. 

40. Th. Si arec les trois hauteurs d’un triangle on construit un 
second triangle, les hauteurs de celui-ci sont proportionnelles aux 
côtés de celui-là. 

Construire un triangle connaissant : 

41. Pr. Les trois hauteurs; 

42. Pr. Les longueurs des droites menées des sonimets aux mi- 
lieux des côtés opposés ; 

43. Pr. Les milieux des trois côtés ; 

44. Pr. Deux angles et la somme des côtés opposés ; 

45. Pr. Le périmètre et deux angles. 

46. Pr. Le périmètre, on angle et la hauteur menée du sommet 
de l’un des deux autres angles ; 

47. Pr. La somme de deux côtés et leurs projections siir le troi- 
sième. 

Remarque. Dans un triangle on peut considérer : 

Les 3 sommets , 

4 centres des cercles tangents aux côtés, 

1 centre de cercle circonscrit, 

3 milieux des côtés, 

3 pieds des hauteurs , 

3 pieds des hissectrices, 

13 points de contact des cercles tangents, 

3 angles, 

3 côtés, 

3 hauteurs , 

3 bissectrices , 

3 droites menées des sommets aux milieux des côtés op- 
posés , 

5 rayons des cercles tangents et du cercle circonscrit , 
136'soramcs deces longueurs 2 à 3, 

136 différences id. 

136 produits id. 

1 périmètre. 

448 

Total 448 éléments qu’on pourrait multiplier encore. 

Sauf quelques cas d’indétermination , et quelques autres qui 
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rentrent les uns dans les autres, le nombre des problèmes aux- 
quels ils donnent lieu est 

448.447.440 

1.2.3 

ou 14,885,696. 

Si chacun de ces problèmes tenait une demi-page , il rendrait 
pour les contenir passé dix mille volumes de 700 pages chacun. 

48. Pr. Par les sommets d'un triangle donné, faire passer trois 
droites formant un nouveau triangle tel que les sommets du pre- 
mier soient les pieds des hauteurs du second. 

49. Pr. Par un des points d’intersection de deux cercles mener 
une droite dont la longueur totale interceptée dans ces deux cer- 
cles, soit égale à une ligne donnée. 

50. Pr. Par un point donné dans un angle, mener uno droite qui 
forme avec cet angle un triangle tel que la somme des côtés adja- 
cents à l’angle donné soit égale à uoe ligne donnée. 

51. Pr. Par on point donné dans un angle,, mener une droite 
telle que les distances do point donné aux points où cette droite 
rencontre les côtés de l'angle ou leurs prolongements, soient dans 
un rapport donné. 

52. Pr. Étant donnés deux points sur un cercle et une tangente à 
on troisième point, trouver sur cette tangente un point tel que 
l’angle formé par les droites qui joignent ce dernier point aux deux 
premiers, soit le plus grand possible. 

53. Pr. On donne les diagonales d'un quadrilatère inscrit, l'angle 
qu'elles comprennent et l’angle de deux côtés adjacents; construire 
ce quadrilatère. 

54. Pr. Étant donnés deux cercles , en tracer un troisième qui 
ait un rayon donné et intercepte dans les deux autres des arcs 
dont les cordes soient respectivement données. 

55. Pr. Par deux points donnés, faire passer un cercle qui in- 
tercepte dans on cercle donné un arc dont la corde ait une longueur 
donnée. 

56. Pr. Étant donnés les quatre côtés d'un quadrilatère inscrit , 
le construire. 

57. Pr. Avec un côté donné et les deux angles adjacents , con- 
struire un quadrilatère qui soit inscriptible et circonscriplible. 

58. Th. Les droites qui joignent les milieux des côtés opposés 
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il'un <^adriUtèro se coupent mulitetleiDenl en deux parties égales. 

Décrire un cercle : 

59. Pr. Tangent à deux droites données et ayant son centre sur 
une droite donnée ; 

fiO. Pr. Tangent à deux droites et ayant un rayon donné ; 

Gl. Pr. Passant par deux points donnés et langent à une droite 
donnée ; 

G2. Pr. Tangent à deux droites et passant en un point <kmné ; 

63. Pr. Tangent à une droite, passant en un point et ayant un 
rayon donné ; 

64. Pr. Tangent à une droite, passant en un point, ayant son 
centre sur une droite donnée. 

65. Pr. Dans un cercle donné inscrire trois on plus de trois cer- 
cles égaux tangents entre eux et au cercle donné. 

66. Pr. Des trois sommets d'un triangle donné , pris pour cen- 
tres , décrire trois cercles tangents deux à deux. 

67. Pr. Inscrire un carré dans un triangle. 

68. Pr. Étant donnés deux points sur une circonrérence , y dé- 
terminer un troisième tel que les cordes qui le joignent aux deux 
autres soient dans un rapport donné. 

69. Pr. Étant donnés deux points A , B hors d'un cercle , déter- 
miner sur la circonférence un point C tel que les points où les 
droites AC, BC coupent en outre la circonférence, soient sur une 
parallèle à AB. 

70. Th. La somme des perpendiculaires abaissées d'un point in- 
térieur à un triangle équitaléral , sur les côtés , est égaie à la hau- 
teur. 

Fig. 99. 71. Th. Dans tout triangle on a 

OA' OB' OC' OA OB OC 

ÂI7+BÏT'^cë = *- .4T'^BiF‘^œ=2- 

72. Pr. D’un point pris sur le pian d'un parallélogramme, mener 
une droite qui divise l’aire de celle Qguro en deux parties cqQiva- 
lenles. 

73. Pr. D'un point pris sur un côté d'un triangle, tirer une 
droite qui divise le triangle en deux parties équivalentes. 

74. Pr. Trouver dans un triangle un point tel que les droites 
menées de ce point aux trois sommets , divisent le triangle en trois 
parties équivalentes. 
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75. Pr. D*an potnt pris dans un triangle, tirer trois sécantes qui 
lUrisent le triangle en trois segments équivalents. 

76. Th. Dans tout paraltélogramme la somme des carrés des côtés 
est égale à la somme des carrés des diagonales. 

77. Th. Réciproquement, si dans un quadrilatère convexe la 
somme des carrés des côtés est égale à la somme des carrés des 
diagonales , ce quadrilàtére est un parallélogramme. 

78. Th. Si l'on joint les milieux des côtés adjacents d'un qnadri- 
latère , la flgure ainsi formée est nn parallélogramme dont l'aifc 
est la moitié de celle du quadrilatère donné. 

79. Pr. D’nn point O mener une corde AB telle que le rectangle -g 
ABXAO soit égal à nn carré donné. 

80. Pr. D'un point O pris hors d'un cercle, mener une sécante ri^. 79. 
telle que le rectangle AOXAB soit égal à on carré donné. 

81. Pr. D'nn point pris dans le plan d'nn angle, tirer nne sé- 
cante telle que le rectangle des segments soit égal à un carré donné. 

82. Pr. Étant donnés une droite et un cercle, trouver sur la 
droite nn point tel qu'en menant de ce point une sécante, le rectan- 
gle des deux segments soustractifs terminés i ce point soit égal à 

un carré donné. • 

83. Pr. Sur un diamètre AB d'un cercle, trouver un point D tel 
que si par ce point on mène une corde EDF, faisant avec AB un 
angle donné, le carré de DE soit au rectangle ADXDB dans un 
rapport donné. 

84. Pr. Diviser une droite de longueur donnée en deux segments 
dont les carrés soient dans un rapport donné. 

85. Pr. Construire un carré connaissant la différence entre la 
diagonale et le côté. 

86. Th. Si dans un cercle deux cordes se conpent à angle droit, 
la somme des carrés des qualres segments est égale au carré du 
diamètre. 

87. Pr. Étant donné le rayon d'un cercle, trouver les surfaces 
des polygones réguliers inscrits et circonscrits de trois et de six 
côtés. 

88. Pr. Étant donné le rayon d'un cercle , trouver la surface du 
décagone régulier inscrit et celle du décagone régulier circon- 
scrit. 

89. Pr. Étant donné le côté d'un polygone régulier, trouver 
^ l'apolheme et le rayon. 
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90. Th. Si Dne droite A est perpendiculaire à un plan M, tout 
plan parallèle à la droite A est perpendiculaire au plan M. 

91. Tk, Si deux plans sont perpendiculaires entre eux , tonte 
droite perpendiculaire à i'on est parallèle à l’autre, ou ; est con- 
tenue tout entière. 

92. Th. Si deux plans M, N sont respectirement parallèles à deux 
antres plans M', N', l’intersection des deux premiers est parallèle 
à celle des deux derniers. 

03. TA. Si deux droites se coupent , deux plans respectivement 
perpendiculaires i ces droites se coupent aussi. 

94. Th. Si une droite A rencontre un plan F, un plan A', perpen- 
diculaire à A et une droite F', perpendiculaire A F, se rencontrent 
aussi. 

95. TA. Le plan perpendiculaire au milieu d’une droite est le 
lieu des points également distants des extrémités de la droite. 

96. TA. Le plan bissecteur d’un angle dièdre est le lieu de tous 
les points intérieurs, également distants des faces. 

97. TA. Les plans perpendiculaires aux milieux des six arêtes 
d'un tétraèdre se coupent en un même point. 

98. TA. Les six plans bissecteurs des angles dièdres d’un té- 
traèdre se coupent en un point également distant des quatre faces. 

99. TA. Sur chacune des quatre faces d'un tétraèdre déterminez 
le point situé à l'intersection des droites qui joignent les sommets 
aux milieux des côtés opposés; les quatre droites qui , dans le té- 
traèdre, joignent ces points aux sommets opposés , se coupent en 
un point situé au quart de la hauteur, par rapport à chaque face 
prise pour base. 

100. Pr. Diviser nu tétraèdre en quatre parties équivalentes par 
des plans partant d'un point intérieur et menés par les six arêtes. 

101. Pr. Par une droite située sur une face d'uu tétraèdre, me- 
ner un plan qui coupe le tétraèdre en deux parties équivalentes. 

102. TA. Si trois sphères se coupent deux à deux , il y a deux 
points communs aux surfaces de ces trois sphères. 

103. TA. Tout point extérieur à une sphère peut être regardé 
comme le sommet d’un cône droit qui enveloppe la sphère avec 
laquelle il a de commun une circonférence de cercle; en chaque 
point de cette circonférence , le plan tangent à la sphère est aussi 
langent au cône et réciproquement. 

104. TA. Par tout point extérieur à deux sphères extérieures 
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l'uDeàl’anlre, on peut mener quatre plans tangents communs. 

105. Th. Étant données trois sphères dont chacune est extérieure 
aux deux autres , on peut toujours leur mener huit plans tangents 
communs. (De là 011 déduit fort simplement les axes de similitude 
de trois cercles. j 

106. Th. Si l’on regarde chaque point d'une droite comme le 
sommet d'un cône circonscrit à une sphère donnée (84) , les plans 
des cercles de contact de ces cônes et de la sphère se coupent 
tons suivant une droite perpendiculaire au plan mené par le cen- 
tre de la sphère et la droite donnée. (C'est de là que Monge a dé- 
duit les pôles et les polaires.) 

107. Pr. Trouver le volume et la surface des cônes iquilaliravix 
inscrit et circonscrit à une sphère. 

108. Pr. Trouver l’angle dièdre d'un polyèdre régulier dont on a 
la face. 

109. Pr. Trouver le rayon de la sphère inscrite et celui de la 
sphère circonscrite à un polyèdre régulier dont on a la face. 


'9 
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NOTE 


HEM ERMAX r QUEl.gUES VARIANTES rOER LES LIVRES 1 , <> , 7 . 


LIVRE I. - PROPOSITION VIII. 

Fi;:. 2i9. Deux triangles sont égaux s’ils ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun. 

Soient les triangles ABC, AB'C, placés de façon qu’un 
côté égal soit commun, les deux sommets B et B', tom- 
bant l’un au-dessus, l’autre au-dessous de ce côté com- 
mun AC; supposons du reste AB = AB', BC = B'C. Si l’on 
lire BB', les triangles ABB', BCC' seront isoscèles; donc 
(p. 5, c.) angle ABB' = AB'B, angle BCA = D'CA, et par 
suite angle ABC^iAB'C. Donc (p. .ô) les deux triangles 
sont égaux. 

Si le point A tombait en A' ou en A", le raisonnement 
SC ferait à peu près de même. 

LIVRE I. - PROPOSITION Vil. 

(Je rejette celte proposition après la treizième). 

Fig. -230. Si deux triangles ABC, DBC, ont un cêtéBC commun, 
un côté AB = BD , et /e côté AC ]]> CD , je dis que l’angle 
ABC CBD, et réciproquement. 

Les deux triangles étant placés de part et d’autre du 
côté commun BC, tirez AD, et menez BE perpendicu- 
lairement à AD; le triangle ABD étant isoscèle, vu que 
AB = BD, la perpendiculaire tombe au milieu de AD, et 
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divise l’angle ABD en parlies égales; d’ailleurs, puisque 
AC ^ CD , le point C tombe du même côté que D par rap- 
port à BE (p, 13) ; donc angle ABC ^ ABE ou )> EBD, et 
par suite )> CBÜ. 

Réciproquement BC étant commun et AB=:BD, si l’an- 
gle ABC est))> CBD, je dis que AC sera )> CD. Car, ayant 
fait la même construction, on conclura que BE, qui di- 
vise l’angle ABD en deux parties égales, passe dans l’angle 
ABC, qui est^ CBD; donc le point C est à droite de la 
perpendiculaire BE; donc AC))>CD (p. 13). 

LIVRE VI. — PROPOSITION XII. 

Le volume d'un prisme quelconque est égal au produit 
de sa base par sa hauteur. 

Si la proposition était démontrée pour le prisme trian- 
gulaire, elle serait immédiatement prouvée pour un prisme 
quelconque. En effet, soit un prisme polygonal ABCDEA'. 

On partagera la base en triangles ABC, ADC, ADE; par 
les droites AC, AD on fait passer des plans qui contiennent Fi|;. -isi. 
l’arête AA' , cc qui décomposera le prisme donné en pris- 
mes triangulaires, dont chacun aura pour mesure le pro- 
duit de sa base par la hauteur du prisme donné. l.eur 
somme aura donc pour mesure le produit de cette hau- 
teur par la somme des bases, c’est-à-dire par la base 
ABCDE. 

Quant au prisme triangulaire , supposons d’abord que 
ce soit un prisme triangulaire droit ABCA'B'C'. Du point 
B, sommet du plus grand des trois angles de la base 
ABC, menez BD perpendiculaire à AC; par BD et BB' i ,. 179 . 
faites passer le plan BD', qui partagera le prisme en deux 
autres ayant pour bases les triangles rectangles ABD, DBC. 

Sur les triangles ABD, A'B'D' achevez les rectangles AEBD, 
A'E'B'D', et joignez EE'. Les deux prismes droits ABDD', 

ABEE' seront superposables; en effet, la base ABD peut 
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se placer sur AEB, cl les arèles latérales, toutes perpen- 
diculaires aux bases, coïncideront comme étant d’ailleurs 
égales. Or, le parallélipidède rectangle ABEE'O a pour me- 
sure aire ADBE X BB'; donc chacun de ces prismes a pour 
mesure la moitié de ce produit, ou ABDxBB'. Par une 
raison semblable, le prisme DBGB' a pour mesure BDCx 
BB'; donc le prisme donné a pour mesure (ABD-f-BDC) X 
BB' ou ABC xBB', c’est-à-dire le produit de la base par la 
hauteur. 

Kig. 2^9. Soit enfin un prisme triangulaire oblique ABCGIH; je dis 
qu’il est équivalent au prisme droit ABCDEF,de même base 
et de même hauteur. En elTet, divisons la hauteur AD en par- 
ties égales infiniment petites. Ad, dd, etc. Par les points de 
division menons des plans parallèles à la base, lesquels 
partageront chacun des deux prismes en tranches égales* 
Soit ABCdef une tranche du prisme droit, ABCg(7t celle 
qui lui répond dans le prisme oblique; lirez ^i, ei, dg, 
lignes qui seront infiniment petites, comme inscrites 
dans les angles FGH, EBI, DAG, à des distailces infini- 
ment petites des sommets respectifs; les figures feih, 
figd, dgke seront infiniment petites, et le pentagone deihf 
difiércra infiniment peu du triangle gA/. Des points/, h 
menez sur la base ABG les perpendiculaires //', hh, lesquels 
détermineront avec /G, dA, eB un prisme droit plus grand 
que chacune de nos deux tranches; répétant ce prisme 
autant de fois qu’il y a de couples de tranches ou de divi- 
sions dans AD, on aura un prisme droit dont la base est 
AB/'/t'G, la hauteur AD, et qui est plus grand que cha- 
cun des prismes donnés BDF, BGH. Menant des points 
g, k, l des perpendiculaires au plan ABG, on reconnaîtra 
que le prisme qui a pour base gkl et pour hauteur Ad est 
plus petit que chaque tranche, que par suite, si on prend 
pour base gkl et pour hauteur AD, on aura un prisme droit 
moindre que BDF cl BGH. Or, les prismes AB/'/i'Gx AD et 
g^/X AD, qui comprennent entre eux les prismes donnés. 
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diffèrent infiniment peu l’un de l’autre, puisqu’il en est 
ainsi de leurs bases, et qu’ils ont du reste même hau- 
teur; donc les prismes proposés sont équivalents, et le 
prisme oblique a aussi pour mesure ABC XAD. 

LIVRE VI. - PROPOSITION XIV. 

Deux tétraèdres SABC, TDEF , de même hauteur et de 
bases équivalentes ABC, DEF, sont équivalents. 

Soit AG la hauteur commune; placez les bases sur un Fi;. 230. 
même plan, et divisez AG en parties égales infiniment pe- 
tites, kg, gg', etc.; par les points de division menez des 
plans parallèles à celui des bases, lesquels décomposeront 
chaque tétraèdre en tranches. Soient abc, def, les sec- 
tions faites par le premier de ces plans sécants : elles sont 
équivalentes (I. 6, p. 13, c.). La tranche ABCa&c est com- 
prise entre les prismes qui auraient pour bases respectives 
ABC cl abc, et pour arête An. De même la tranehe ViEYdef 
est comprise entre les prismes construits sur les bases 
DEF, def et sur l’arête üd; or, ces deux prismes sont res- 
pectivement équivalents à ceux qui comprennent nécABC 
(p. 12, c. 1). Donc la différence des tranches est moindre 
que celle de ces derniers prismes; mais si l’on achève le 
prisme abemnk, on voit que celte différence est égale à 
la hauteur commune kd, multipliée par BmnC , différence 
des bases; si de plus des points b',c' on mène&'p, c'q, pa- 
rallèles à SA, on voit de même que la différence des tran- 
ches abca'b'c', defde'f est <^mnpqxkd et ainsi de suite. 

Donc la différence des tétraèdres est <^Ad(Bn+mr/-|-...), 
ou ÂdxABC, quantité infiniment petite. Donc ces té- 
traèdres sont équivalents. 

LIVRE VII. - PROPOSITION XXIV. 

Si le triangle ABC tourne autour de la droite AA', 
menée par le sommet A dans le plan ABC , le corps dé- 
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cril a pour mesure la surface décrite par la base BC , mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur. 
g. 231. Des points B , C menez sur l’axe AA' les perpendicu- 
laires BD, CE. La figure ABCE tournant autour de l’axe 
AA', on a 

vol. ABC = cd/ieABD-|-/ronc (ie cdne BDEC — cône ACE. 


Aux cercles décrits par BD et CE, circonscrivez des po- 
lygones réguliers infinitésimaux, ayant leurs côtés paral- 
lèles chacun à chacun; soient ah, cd deux côtés tangents 
aux cercles en B et C respectivement. 

Le sommet A et le polygone ab... déterminent une py- 
ramide qui diffère infiniment peu du cône ABD; le som- 
met A et le polygone cd... déterminent une pyramide qui 
diffère infiniment peu du cône ACE; enfin les deux poly- 
gones peuvent être pris pour les bases d’un tronc de 
pyramide différant infiniment peu du tronc de cône 
BDEC. 


Donc cône ABD + tronc de cône BCED — cône ACE 
diffère infiniment peu de pyramide hab,..-]- tr. de pyr. 
ab... cd — pyr. kcd..., ce qui forme un corps qui peut 
se décomposer en pyramides, ayant pour sommet com- 
mun A, et pour bases les faces abcd, etc., du tronc de 
pyramide. Son volume est donc égal à la somme de cos 


bases, surface convexe de ce tronc, multipliée par - de 

«J 


la hauteur commune, laquelle n’est autre que AG, hau- 
teur du triangle ABC. 

En effet, le plan du cercle BD est perpendiculaire au 
pian BDCE comme l’étant à DE, située dans ce dernier 
plan; ah, située dans le premier de ces plans, et d’ailleurs 
perpendiculaire à leur intersection BD, l’est par suite à 
l’autre plan BDEC; donc le plan abcd est aussi perpendi- 
culaire à ce dernier, et AG, mené dans ce même dernier 
plan et perpendiculaire à BC. , l’est au plan abcd. 
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On a donc 

vol. kabcd = - AG X surf, abcd 

O 

Supprimant les infiniment petits, on a 

vol. ABC = - AG X surf. BC. 

Si AC se confondait avec AA', le cône ACE et la pyra* 
mide Accf... s’anullcraient; si BC était parallèle à AA', le 
tronc de cône deviendrait un cylindre, le tronc de pyra- 
mide deviendrait un prisme; mais la démonstration pré- 
cédente subsiste toujours. 

LIVRE VH. - PROPOSITION XXV. 


Le. volume du secteur'sphérique , etc. 

Soit ado le secteur du circulaire générateur. Fig. 211. 

Formons un contour polygonal circonscrit ABCD, ayant 
ses côtés égaux, infiniment petits, et ses sommets ex- 
trêmes A, D sur les prolongements des rayons aO, dO, 
qui terminent le secteur adO. 

Joignant CO, BO, et faisant tourner toute la figure au- 
tour de Ani, on a 

vol. AOB := surf. AB x - OE , 

«J 

vol. BOC surf. RC X ^ OE, 

* O 

vol. COD = surf CD X î OE. 

•^3 

Donc vol. ABCDO = surf. ABCD x ^ OE. 

3 

Mais vol. ABCDO et surf. ABCD diffèrent infiniment 
peu, le premier, du secteur, la seconde, de la calotte. 
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secteur sph. adO — calotte adx ^OE. 

«5 

Il ne reate qu’à prouver que vol. ABCDO diffère inflniment peu 
du secteur sphérique. A cet effet ou forme le contour inscrit abed, • 
cl on a 

voj. abedO = sur^ abcd X 5 OA. 

Hais surf, abcd et OA approchent infloimenl près de turf. ABCDO 
elOE; donc vo{. abedO diffère inflniment peu de vol. ABCDO, et 
comme le secteur sphérique est compris entre les deux, il diffère 
inflniment peu de chacun. 


FIN DK LA GKOHKTRIK. 
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A l’exemple des auteurs qui ont écrit sur la Tri- 
gonométrie dans ces derniers temps , j’ai puisé une 
partie de mon ouvrage dans le Traité de Cagnoli. 

Dans le premier livre on trouvera les principes 
généraux de l’analyse des fonctions angulaires. J’ai 
pris à tâche d’y présenter la théorie des signes avec 
une rigueur complète. 

Le second livre contient l'application du premier, 
à la résolution des triangles. J’y ai reproduit la con- 
struction des tables trigonométriques d’après Simp- 
son , mais en y joignant une discussion qui prouve 
que cette méthode n’est pas bonne dans la pra- 
tique; cependant je n’en connais aucune autre qui 
soit susceptible d’étre introduite dans les éléments. 

À propos de la proportion qui sert à calculer les 
lignes trigonométriques des arcs qui ne sont pas 
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dans les tables, et réciproquement, j’ai dû établir 
une discussion relative à l’erreur de celle proportion . 
Cette discussion a conduit à des tables d’erreurs 
fort utiles pour établir le degré d’approximation des 
résultats numériques. J’ai donné plusieurs exemples 
de l’usage qu’on peut en faire. 

La Trigonométrie sphérique est, d’après Lagrange, 
déduite d’une seule formule. 
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LIVRE r. 

PRINCIPES DE L’ANALYSE DES FONCTIONS 
ANGULAIRES. 


Définition i. Le but de la trigonométrie, considérée 
de la manière la plus générale, est de faire entrer dans le 
calcul les angles au moyen de la droite. 

Cette partie des mathématiques doit son origine au 
calcul des triangles. On sait qu’un triangle rectangle est 
déterminé si l’on en connaît trois éléments , dont l’un au 
moins est un côté : d’ailleurs tout triangle pouvant se dé- 
composer en deux triangles rectangles , la résolution des 
triangles se réduit à celle du triangle rectangle. Or, pour 
résoudre un triangle rectangle dont on connaît trois élé- 
ments, il suffirait d’avoir un autre triangle rectangle sem- 
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blable au premier, cl d’ailleurs tout connu : les angles do 
ce nouveau Irinnglc seraient les mêmes que ceux du pre- 
mier; les côtés seraient proportionnels; un simple calcul 
arithmétique ferait donc connaître tout ce que le triangle 
proposé renferme d’inconnu. Ainsi, on serait en état de 
résoudre un triangle quelconque si l’on avait une table 
contenant les éléments calculés d’une série, de triangles 
rectangles dont les angles aigus présenteraient toutes les 
valeurs possibles. Pour arriver à cette fin, on a considéré 
une suite de pareils triangles ayant tous même hypolhé- 

Fig- t. nuse OB, = OB,..., etc.; et comme il est impossible de 
donner aux angles aigus toutes les valeurs possibles, on 
s’est contenté de faire varier l’angle en O par degrés assez 
petits, pour ne donner lieu qu’à des erreurs négligeables. 
Ce sera, par exemple, de minute en minute, ou de se- 
conde en seconde, etc. 

Outre cette série de triangles on en a calculé une se- 
conde, en prenant un côté de l’angle droit comme côté 
commun. 

De là résulte pour chaque angle un système de lignes 
B. C,, OC,; BjC,, OC,, etc.; outre le côtéOB,, OB,, 
etc. Ces lignes ont reçu des noms particuliers : on va les 
définir en substituant aux angles des arcs de cercle, ce 
qui rend plus facile la comparaison de ces lignes ; il est 
vrai que par là on introduit dans la question un élément 
étranger et arbitraire, savoir le rayon des arcs; mais nous 
verrons plus tard que cela n’embarrasse nullement les for- 
mules. 

Fig. 2. Définition ii. Le sinus d’un arc AC est la perpendi- 
laire CD abaissée d’une des extrémités C de l’arc sur le 
rayon OA, qui passe à l’autre extrémité A. 

Remarque. Il suit de là que le sinus d’un arc est égal 
à la moitié de la corde de l’arc double. En effet, prolongez 
CD jusqu’à la circonférence en C'. Le rayon OA, perpen- 
diculaire à la corde CC', divisera cette corde, ainsi que 
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l’arc sous-lcndu CAC', en deux parties égales. Donc 
l’arc CAC' est le double de l’arc CA, et CD, sinus de CA, 
est moitié de CC', corde de cet arc double. 

Si l’arc AC était de 30”, CAC' serait de 60°; or, la corde 
de 60° est égale au rayon , donc le sinus de 30° est la 
moitié du rayon. Nous représenterons le rayon par r : 
de là 

sinus 30® z=.-r, ou, par abréviation, sin. 30® = - r. 

Si l’arc AC était de 45®, CAC' serait de 90®, et CDC' 
serait le côté du carré inscrit, lequel est = donc 

sin. 45° =: - r 1^2. 

« ^ 

Enfin, si AC était de 60°, l’arc CAC' serait de 120°, ce 
qui est le tiers de la circonférence; donc CC', côté du 
triangle équilatéral inscrit, serait r b^3; par suite 

sin. 60° r b^3. 

Définition ///. La tangente d’un arc AC est la partie 
AE de la tangente indéfinie menée à l’une des extrémités 
de l’arc, et terminée au prolongement du rayon OC, qui 
passe à l’autre extrémité. 

Remarque. Si l’arc AC était de 45°, l’angle EOA serait 
aussi de 45®; son complément OEA serait aussi de 45°, le 
triangle OEA serait isoscèle, et AE serait =: OA. Donc la 
tangente de 45° est égale à r, c’est-à-dire 

tangente 45° r, ou tg. 45° = r. 

Définition if. La sécante d’un arc AC est la distance 
(OE) du centre à l’extrémité de la tangente. 

Remarque. Si l’arc AC était de 45°, le triangle rectangle 
AOE serait isoscèle et donnerait 


Digiiized by Google 



3o4 


trigonométrif. 


0E = 20A =2r% 
ou séc. 46° — rV^'2. 

Définition r. Soit BC le complément de l’arc AC : 
menons le sinus FC, la tangente BG, la sécante OG de ce 
complément BC; ces lignes se nomment respectivement 
le cosinus, la cotangenle, la cosécante de BC. Le cosinus 
d’un arc est donc le sinus du complément de cet arc, 
etc. ; ainsi 

sin. AC = CD, tg. AC zz AE , séc. AC =: OE, 
cos. AC = FC , cot, AC =r BG , coséc, AC = OG. 

Remarque. 1° On a FC = OD : le cosinus mesure donc 
la distance entre le centre et le pied du sinus. 

2° Si l’arc AC était de 45°, son complément BC serait 
aussi de 46°; le sinus, la tangente, la sécante de ce com- 
plément seraient donc respectivement de môme grandeur 
que le sinus, la tangente, la sécante de l’arc AC. 

Donc cos. 45° = sin. 45° = - 

cot. 45° =: tg. 46° r, 
coséc. 45' = séc. 45® — r\/‘i. 

3° Le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la co- 
tangente, la cosécante d’un arc, se nomment les lignes 
trigonométriques de cet arc; les trois premières se nom- 
ment les lignes directes, les autres sont dites indirectes. 

Remarque générale. Dans les Irialigles aucun angle ne 
surpasse 180°; mais il y a des questions d’analyse qui con- 
duisent à des ares plus grands que la circonférence même. 
Or, quel que grand que soit l’arc, les définitions 2,3, 4 , 
5, s’y appliquent. Si l’on ne comparait jamais entre eux 
que des arcs terminés dans le même quadrant, il suffirait 
de faire entrer dans le caleul les valeurs absolues des 
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lignes Irigonoinéli'iqucs. Mais il n’cn est pas ainsi ; nous 
montrerons que, pour considérer à la fois des arcs quel- 
conques , il est nécessaire de donner aux lignes trigo- 
nométriques des signes, et pour trouver sur la figure ces 
signes sans ambiguité, voici les conventions qu’il suffit 
d’établir : Fljç. 2. 

1° Regarder le point A comme la première extrémité, 
l’origine commune des arcs et des tangentes. 

2® Comptera partir de ce point, dans un même sens, 
tous les arcs absolus ou positifs. 

3° Regarder comme positifs les sinus qui tombent d’un 
côté du diamètre AA' mené par l’origine, et comme né- 
gatifs ceux qui tombent de l’autre côté. 

4° Regarder comme positifs les cosinus qui tombent 
d’un côté du diamètre RB' perpendiculaire à AA', et comme 
négatifs les autres. 

En comptant les arcs absolus de A vers B, nous re- 
garderons coilime positifs les sinus, qui sont, par rapport 
à AA', du même côté que le premier quadrant AB; nous 
regarderons de même comme positifs les cosinus qui, par 
rapport à BB', tombent du même côté que AB, et nous 
prendrons pour origine des cotangentes le point B. 

5° Les tangentes seront positives si elles tombent par 
rapport à AA' du même côté que AB , et les cotangentes 
le seront, si elles sont du même côté que AB, par rap- 
port à BB'. Les autres tangentes et cotangentes seront né- 
gatives. 

6“ Les sécantes présentent deux cas : celle de l’arc AC 
est OE, et contient le point C, fin de l’arc, tandis que 
celle de l’arc ABH est aussi OE, mais ne contient pas H, 
fin de l’arc; nous regarderons comme positives les sécantes 
et cosécantes qui contiennent la fin de l’arc, et comme 
négatives les autres. 

7“ Nous regarderons comme négatifs les arcs comptés 
de A vers B'. 

•2 0 
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Toutes ces conventions sont subordonnées à la première; 
sans celle-ci les autres seraient vagues et ne produiraient 
que confusion. 

Le but de ces conventions est de rendre applicables à 
tous les cas les formules démontrées pour tel ou tel cas 
en particulier. Il nous est impossible de prouver déjà ici 
que ce but est atteint; mais nous dirons que toutes les 
formules de trigonométrie dérivent de deux systèmes de 
relations; aussitôt que ces deux systèmes seront établis, 
nous montrerons que le premier est d’accord avec ces 
conventions, mais ne les nécessite pas, tandis que le se- 
cond les nécessite impérieusement, et est d’accord avec 
elles. On reconnaitra aussi que les symboles négatifs doiveat 
ici , comme en algèbre, être assujettis aux règles connues. 

Toutes les fois que nous énoncerons une ligne au moyen 
des lettres qui la distinguent sur la figure, nous enten- 
drons désigner la valeur absolue de cette ligne. Ainsi OD, 
AC, désignent les valeurs absolues de ces lignes. 

PROPOSITION F. 

PROBLÈME. 

Discuter les signes des lignes trigonomèlriques pour 
toutes les valeurs de l’arc. 

Supposons que le point C se confonde avec A : l’aro CA 
deviendra nul; le sinus CD se réduira aussi à zéro, de 
même que la tangente AE; quant à la sécante, elle se con- 
fondra avec OA ou r; le cosinus OD deviendra OA ou r; 
quant à la cotangente RG, elle augmente à mesure que 
le point C se rapproche de A, et on peut prendre le point 
C assez près de A, pour que la cotangente devienne plus 
grande que toute grandeur donnée : cette ligne augmente 
donc indéfiniment, et n’a d’autre limite que l’infini. La 
cosécantc de l’arc nul est aussi infinie. Ainsi 

«n0=0, /g 0=0, jéc0=r,cOi0=r, CO/ 0=r=c ,cojéc0=oo . 
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Si l’arc augmente de 0 à 90°, le sinus, la tangente, la 
sécante augmentent, te cosinus, la cotangente, la cosécantc 
diminuent, et dans le premier quadrant ces lignes con- 
servent le signe A 45°, ainsi qu’on l’a déjà remarqué, 
les lignes directes sont respectivement égales aux indi- 
rectes. A 90“ le sinus est OB r; la tangente, qui a aug- 
menté sans limite, ainsi que la sécante, est infinie; la 
cotangente est devenue zéro; la cosécante s’est confondue 
avec OB ; en un mot les lignes directes ont pris les valeurs ' 
que prennent les lignes indirectes de l’arc 0 et réciproque- 
ment, ce qui doit être, vu que le complément de 90° est 0. 

De 90* à 180’ le sinus diminue et reste positif : par 
exemple pour l’arc ABl le sinus est IL. Quant à la tan- 
gente, ullc n’est plus dirigée sur AE, mais sur son pro- 
longement : sa valeur absolue est AM; la tangente est né- 
gative comme tombant au-dessous de AA'. La sécante a 
pour valeur absolue OM ; elle ne contient pas la fin I de 
de l’arc; elle aura donc le signe — . Le cosinus de ABI est 
placé en OL; il tombe à gauche deBB'; il aura le signe — . 

La cotangente BK aura de même le signe — , et la cosé- 
cante OK, contenant la fin de l’arc, aura -J-. 

Donc, dans le second quadrant, le sinus et la cosécantc 
sont positifs; les quatre autres lignes sont négatives. Les 
lignes directes diminuent de valeur absolue de 90“ à 180°, 
les autres augmentent. 

Supposons que le point I vienne en A' : l’arc sera de 
180°, on aura 

sin 180° = 0, (g 180° = 0, séc 180“ = — r, 

cos 180° zz — r, cot 180° = — sc , cofécl 80“ = -+- eo . 

L’extrémité de l’arc tombant dans le troisième quadrant, 
en H par exemple, le sinus tombe sur HL; il est négatif 
comme dirigé au-dessous de AA'; le cosinus sur OL; il 
est^ encore négatif; la tangente AE et la cotangente BG sont 
positives; la sécante tombe sur OE, la cosécante sur OG; 

20. 
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clics sont ncgalives comme ne contenaiil pas le point H. 

De 180 à 270®, les lignes directes augmentent de valeur 
absolue, les lignes indirectes diminuent de même. 

A 270' on aura 

sin 270' = — r, tg 27 0° = so , séc 270° — — æ , 
coi270“= 0, coi 270" = 0, coféc 270' 

Dans le quatrième quadrant en C', le sinus est — C'D, 
la tangente = — AM, la sécante = + OM, car elle con- 
tient la fin C'. Le cosinus =-)-OD, la cotangentc = — 
BK, la cosécante = — OK. 

De 270' à 360® les lignes directes diminuent de valeur 
absolue, les autres augmentent de même. 

Si le point C' revient en A, les lignes reprennent les 
valeurs-qu’elles avaient respectivement pour l’arc nul. 

Ces résultats ne sont pas bornés aux arcs moindres que 
360' : tout arc positif ou négatif qui se termine dans le 
premier quadrant AB, présentera les mêmes particularités 
que les arcs compris entre 0 et 90'; car, quel que soit 
l’arc, si son origine est A et sa fin C, il a les mêmes lignes 
trigonométriqiies que AC, puisque c’est le rayon OA et le 
point C qui les déterminent (déf. 2 — 6). De même tout 
arc terminé dans le second quadrant présentera les parti- 
cularités relatives aux arcs compris entre 90‘ et 180’, etc. 

On remarquera que, 1® le sinus a le même signe que le 
cosinus dans les quadrants impairs; il est de signe con- 
traire au cosinus dans les quadrants pairs; 

2* La tangente et la cotangente sont toujours de même 
signe; elles sont positives dans les quadrants impairs, né- 
gatives dans les autres; 

3® La sécante est toujours de même signe que le cosinus, 
et la cosécantc que le sinus. 

4® Le sinus et le cosinus varient entre-f-r et — r; la tan- 
gente et la cotangente entre + oo et — co ; |a sécante et 
la cosécante entre 4- r et + œ , puis entre — /• et — oo . 
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Cc.s deux dernières ne sont jamais comprises entre + r 

et — #•. 

5" Enfin toutes les fois qu’une ligne change de signe 
en passant par l’infini, elle a le double signe lorsqu’elle 
est infinie. Soit, pour exemple , tg 90°; si l’on prend 
un arc compris entre 0 et 90®, sa tangente est ^ 0 ; l’arc 
augmentant jusqu’à 90°, la tangente augmente, reste po- 
sitixe et devient -1- oo , Mais qu’au lieu de cela on consi- 
dère un arc compris entre 90® et 180°; sa tangente est 
0; l’arc diminuant jusqu’à 90°, la tangente reste 0 » 
et augmente indéfiniment en valeur absolue. Donc aussi 
tangente 90° = — oo , et par suite tangente 90° = + 00 . 

De même des autres. 

PROPOSITION 11. 

; THÉORÈMI':. 

Si un arc augmente d’un nombre enlièr de circonfé- 
rences, aucune de ses lignes trigonomélriques ne change. 

Car le nouvel arc a les mêmes extrémités que l’ancien 
(déf. 2-5) : donc étant un nombre entier quelconque, 
on a 

sin (2fi . 1 80°-f- jt) = sin x, 
cos (2k. 180'’-i-';r) '=-cos x, etc. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Si à un arc on ajoute un nombre impair de demi -cir- 
conférences, ses lignes trigonométriques ne changent point 
quant aux valeurs absolues; mais toutes les autres, ex- 
cepté la tangente et la cotangente , changent de signe. 

En effet, soit AC un arc : en y ajoutant un nombre im- pjg. 2 . 
pair de demi-circonférences, ori obtiendra un second arc, 
terminé en H, sur le même diamètre que C : ces deux arcs 
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étant ainsi terminés dans des quadrants de même parité, 
leurs tangentes auront le même signe, ainsi quef leurs co- 
tangentes; leurs sinus seront de signes contraires, de même 
que les cosinus, sécantes et cosécantes. D’ailleurs la tan- 
gente, la cotangentc, la sécante et la cosécantc auront les 
mêmes valeurs absolues AE , BG , OE , OG ; les sinus et 
cosinus formeront de part et d’autre des triangles égaux , 
et seront respectivement égaux en valeur absolue. 

Ces propriétés ont lieu quel que soit l’arc ÂC; qu’il soit 
positif ou négatif, quelle que soit sa grandeur absolue, 
quel que soit encore le sens dans lequel on compte les 
demi -circonférences ajoutées. Nommant donc x un arc 
quelconque, positif ou négatif, /r un nombre entier positif 
ou négatif; on pourra représenter par (2^ -f-l ) 180° un 
nombre impair quelconque de demi-circonférences, et l’on 
aura 

sin [(24- -t- t) 180°-f-ÆT] = — sinx 
cos [(2^-1- 1) I80°-t-o^] = — cosx 
tang[(2/r-|- 1) 180°-l-a:] = tgx 
col [(2/r -f- 1 ) 1 80°H- ar] = col x; etc. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Deux arcs égaux et de signes contraires ont des cosinus 
égaux , mais des sinus égaux et de signes contraires. 

Fig. 2. En effet , soient deux arcs AC et — AC' dont les valeurs 
absolues sont les mêmes. Puisque AC=AC', la droite CC' 
sera perpendiculaire à OA: donci/nAC = CD, j/n ( — AC') 
= — C'D= — CD, et cof AC=OD=: cof ( — AC'). Cela 
posé, quelle que soit la longueur de AC, il est évident que 
les points C, C seront toujours de différents côtés du dia- 
mètre AA', et à égales distances de celte droite, hors les 
cas où ils tombent tous deux sur celte même droite AA'. 
Donc le cosinus sera toujours commun , et les sinus seront 
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égaux et de signes eonlraires, excepté te cas où G et C' 
tombent sur AA', alors les sinus seront nuis tous les deux. 

Ainsi X étant un arc positif quelconque, on a 

sin ( — X) — — sin x , cos ( — x") zz cos x. (4) 

Ces formules n’exigent pas que x soit positif ; car soit 
x' un arc absolu, et faisons-y x — — x' , elles deviennent 

sinx'=. — sin(—x') , cosx'=cos( — x’). 

Or, x' étant absolu , on a sin ( — .r' ) zz — sinx', 
cos( — x') = cosx' ; donc ces formules se réduisent aux 
identités 

sin x' = sin x' , cosxi — cos x' . 

Il s’ensuit que les formules (4) deviennent identiques 
si l’on y met pour x un arc négatif : donc elles s’appli- 
quent aussi à ce cas et sont générales. 

PROPOSITION V. 

THKORèME. 

Pour deux arcs supplémentaires l’un de l’autre 
1* Les sinus sont égaux , de même que les cosécantes; 

2° Les quatre autres lignes sont respectivement égales 
et de signes contraires. 

Représentons l’arc AC par ar; soit IC parallèle à AA'; Fig. 2 . 
l’arc ABI sera le supplément de x. Ainsi ABI = 180 — x. 

Or, on a 

iinABI= 1L= CD— Jin AC... ou sin (180— a;)= tinx 
cos ABI=— OL=— OD= - cos AC... «os(180— a:)= — cos x 

lÿ ABIz=— AM=— AE= — (ÿAC... Ijr (180— a:';= — tgx 

co(ABI=— BK= — coiAC... co( (180 — x)= — cotx 

sec ABI=—OM= — séeAC... séc (180— aî )= — sécx 

cl C 0 S 8 C ABI=OK— cosécAC... cosw (180— cosécx 

En général, si nous appelons supplément d’un arc x 
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positif OU négatif quelconque, la différence 180 — x, ces 
formules seront vraies. 

En effet , je dis qu’on peut donner à x des valeurs 
quelconques. Car soit x' un arc quelconque ; posons 
a:=t80+ x\ la première deviendra 

i/w ( — a;') = «’n ( 180 -f-x'). 

Or il est prouvé que«'n( — x')=. — sinx' (p.4); et que 
sin (180-t-x') = — sinx' (p.3); donc la première formule 
devient identique si l’on y fait x~ 180 -1-x'. D’un autre 
côté x' étant quelconque, 180 -+- jc’ l’est aussi. Donc on 
peut donner, à .r des valeurs quelconques. Même raison- 
nement sur les autres formules (I). 

PROPOSITION VI. 

PROBLÈME. 

Réduire au premier quadrant une. ligne trigonométrique 
quelconque. 

On réduit d’abord à. la première circonférence. 

1“ Si l’arc donné est négatif, on le rendra positif en y 
ajoutant un nombre suffisant de circonférences, ce qui ne 
change rien à la ligne trigonométrique (p. 4). 

Exemples. 

sin ( — 1346°) = sin ( — 1346°-t- 1440°) =sin 94°, 
928°)= tg(- 928°-+- 1 080°) = /g- 152», 

etc. 

2° Si l’arc est positif, on en retranchera autant de fois 
360° que faire se peut (p. 2). 

Exemples. 

cos 864° = cos (864° — 720°) = cos 144°, 
cot 1729° = col (1729° — 1440°) =: col 289°. 

Cela fait, si l’arc est encore plus grand que 180°, on en 
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retranche 180°, ce qui ne change rien aux tangentes et 
cotangentes, mais change les signes des autres lignes d’a- 
près prop. 3. 

Ainsi sin 237 = — sin 57, 

vos 342 — cof 162 , 

/g 292 = 112, etc. 

Enfin , si l’arc est encore plus grand que 90’, on passe 
au supplément, d’après les formules (1) (p. 5). 

Exemples. 

cos 162° = — cos 18° 

/g 1 12° = — Ig 68" etc. 

Rien n’empêche de modifier la marche de ces réduc- 
tions; rien n’empêche non plus de descendre jusqu’au 
premier octant (c’est-à-dire au-dessous de 46“). 

On trouve de cette manière 

/g (1 7 50°) = /g (3 1 0°) = <g 1 30° = _ tg 50° = — coM 0°. 

Car la tangente 50" est égale à la cotangente du com- 
, plémcnt qui est 40°; 

sin{ — 820°) — sin 260° — — sin 80° = — cos 10°. 


PROPOSITION VII. 

PROBLÈME. 

Trouver tous les arcs qui répondent à une ligne trigo- 
nométrique donnée , connaissant l’un de ces arcs. 

1“ Soit donné le sinus d’un arc, c’est-à-dire soit l’cqua- 2. 
tion sin x~a; si a est positif, soit décrit le cercle dans 
lequel les arcs doivent être considérés , soit pris le point A 
pour origine et le quadrant AB comme premier quadrant; 
on portera a sur le rayon OB, de O en F; du point F on 
mènera une parallèle à AA'; soient I, C les points où elle 
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rencoiilrela circonférence; tous les arcs, tant positifs que 
négatifs, qui se terminent en C et 1, ont leurs sinus égaux 
à FO. Or, soit représenté par a l’arc AC, lequel est le plus 
petit des arcs positifs qui répondent au sinus donné: nom- 
mons k un nombre entier quelconque, H la dcini-circon- 
férence; tous les arcs positifs ou négatifs terminés en C 
seront donnés par a; = 2/i H-f-a : car un pareil arc se com- 
pose de AC augmenté d’un nombre entier de circonfé- 
rences, comptées de A vers B, ou de A vers B'. 

Quant aux arcs terminés en I, ils se composent de ABI 
plus un nombre entier de circonférences positives ou né- 
gatives; mais ABI = ABA' — A'I = H — a; donc ces arcs 
sont donnés par ar = 24H-t-H— a = (2/r-|-l)II— a. Ainsi 
a étant le plus petit arc qui répond au sinus donné, k un 
nombre entier quelconque, H la demi-circonférence, l’é- 
quation 

sin x~a 

est résolue eomplétcment par 

^ - 2/. H-H« , = (24+1 ) H ~ a. 

Si le sinus donné est négatif, on le porte de O en F', on 
mène HF'C' parallèle à AA', et les arcs terminés en C' et H 
sont les arcs demandés. Le plus petit arc positif est ici 
ABA'H qu’on représentera par a , et l’on trouvera pour x 
les mêmes expressions. 

Pour déterminer toutes les valeurs de x, il suffit d’en 
connaître une; que l’on sache, par exemple, qu’une des 
valeurs de x est m : cette valeur m sera ou de la forme 
24^H+a ou (2/f'+l)H — a;k’ étant un nombre entier. 

Dans le premier cas, les valeurs de x peuvent se trans- 
former ainsi : 
la première 

X = 2/rH+« = 2(4 -4-' ) H+ ( 24"H+a) = 2 (4- -k') H+m 
et æ: = ( 24-+1 ) H -a = [2 (4-+4-') +1 ] H ~(24-'H+a) 

= [2(4+4-')+l]H-m. 
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Ainsi toutes les valeurs de x seront données par ces 
deux formules, où/r— /r', /i -(-/i' sont des nombres entiers 
quelconques, et lesquelles peuvent ainsi être mises sous la 
forme x — Ær = (2A"+l)H — m. 

Dans le second cas, on prendra 

2/.H+a= (2/f+2/r'-f-l ) H- [(2//+1 )H-a] 

= (2/f-+-2/,'+l) H-m 

et (2/r+l) H-a=(2/r-2/f’) H-t-[2^-'H-|-H- «] 

“ 2(A — A")!!-!-/»! , 

et ces valeurs sont encore de la forme 

2/."HH-m, (2r+l)H-m. 

Donc enfin, quel que soit m, pourvu qu’il satisfasse à 
l’équation sin x~zza , toutes les autres valeurs de x sont 

X — 2/cH+m , X = (2A-I-1 ) H — w. 

2“ On trouvera de même que si l’équation cosx~a 
admet la valeur x = m , toutes les valeurs de x sont 

xxz'iltW+m , x — 2k\\ — m. 

3“ Si l’on a tg x — n et x — m, on aura en général 

X =: AH-t-w 

etc. 

Remarque. Tous les arcs qui répondent à une ligne tri- 
gonométrique donnée , ayant l’origine commune , se ter- 
minent à deux points différents. C’est ainsi 1° que les- 
points C et I sont les fins de tous les arcs qui ont pour 
sinus OF ; 2° que les points C , G' sont les fins de tous ceux 
qui ont pour cosinus OD; 3° que C, H sont celles des arcs 
qui répondent à la tangente AE ; etc. 
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PROPOSITION VIII. 


THÉORÈME. 


Du sommet d’un angle comme centre avec un rayon ar- 
bitraire, soit décrit un arc de cercle terminé aux côtés de 
l’angle , et soient menées les lignes trigonométriques de 
cet arc : l’angle déterminera les rapports de ces lignes 
avec le rayon , et réciproquement chacun de ces rapports 
détermine l’angle. 

3. Soit l’angle O, les arcs AB, A'B',... décrits du centre O 
avec des rayons arbitraires; soient menés les sinus, tan- 
gentes, etc., AC, A'C', BD, etc., de ces arcs; à cause des 
triangles semblables, on a 

AC A'C' OC OC DB D'B' 

ÀÔ~ ÂÔ ~ ’ AO ~ ~ ÔB ~ ÔD ~ 


Donc le rapport du sinus au rayon est déterminé et 
unique ; il en est de même du rapport du cosinus au 
rayon , etc. 

Réciproquement , chacun de ces rapports détermine 
l’angle, et si l’on ne considère en effet que des angles po- 
.sitifs moindres que 360", chacun de ces rapports , avec son 
signe, détermine au plus deux valeurs pour l’angle. Car si 
l’angle O varie de 0 à 360", le sinus AC de l’arc corres- 
pondant ne prendra que deux fois la valeur -I-AC; par 

. , AC A'C 

suite, le rapport 'q^— prendra aussi que 

deux fois la même valeur; de même le cosinus, la tan- 
gente, etc. Donc entre 0 et 360" il n’y a que deux angles 
po\ir lesquels le rapport du sinus au rayon ait une valeur 
donnée ; ce rapport détermine donc l’angle. De même des 
autres. Du reste, même en considérant les angles entre 
— 00 et - 1 - 00 , CCS rapports déterminent les angles aussi 
bien que les lignes elles-mêmes déterminent les arcs dans 
un cercle donné. 
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Remarque. Il serait donc |>lus iialm'cl,en tant (ju’il s’a- 
git d’angles, de n’introduire dans les formules que les rap- 
ports des lignes trigonoinétriques au rayon ; mais lorsqu’il 
s’agit d’établir ces formules par des considérations géomé- 
triques, il est presque toujours plus commode de rempla- 
cer les angles par les arcs, et par suite le rayon s’y ren- 
contre. Cependant il est facile de ramener les choses à 
l’état où elles seraient si l’on n’avait point introduit cet 
élément étranger ; il suffit pour cela de supposer que le 
rayon est l’unité à laquelle on rapporte les lignes trigo- 
nométriques. Soit par exemple donnée la formule 


(«) 


tg(a-\-b) = 


r ’ — tga tgb 


En établissant cette relation , on est censé avoir laissé 
arbitraire l’unité de longueur à laquelle les lignes trigo- 
nométriques des arcs a , b sont rapportées. Nommons A , 
B les angle» qui sont mesurés par ces arcs : si nous nom- 
mons sinus, tangente, etc., d’un angle, la valeur du sinus, 
de la tangente, etc., de l’arc, divisée par le rayon; nous 
aurons 


tg (A-+-B) = 


r 




( 2 ) 


d’où 

= tga = r.tgli, tgb = rlgK (3) 

En substituant ces valeurs dans (1), on en chassera les 
arcs pour y introduire les angles. Mais il est évident , tl’a- 
près les formules (3) , que /g(a-+-6) , tga , tgb se chan- 
gent respectivement en <g ( A-l-B ) , tg A, <gB, pourvu 
qu’on fasse r= 1 ; faisons donc dans (1) r= 1 , et rem- 
plaçant a par A, b par B, nous aurons immédiatement 




tg(A+B) = 


_ <gA-4-tgB 


1— tgA/gB 


Réciproquement, pour repasser de la formide (4) à (t). 
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il suffit de remplacer <g-(A+B), tgh-, <^B, par les valeurs 
que fournissent (2). 

Pour ne pas multiplier les notations, on représente or- 
dinairement l’arc et l’angle par la même lettre. Ainsi , pour 
rapporter la formule (1) aux angles, on y fait r= 1 , ce 
qui donne 


tg (rt-l-A) = 


fgfl4-<g b 
\—tgatgb' 


et pour revenir de celle-ci à (1), ce que l’on appelle réta- 
blir le rayon , on donne à chaque facteur trigonométrique 
du premier degré le diviseur r, d’où 


ou 


tg{a->rb) _ 

'■ ~~ \ (g 

r r 


tg(a-i-b) 


r ’ — tg a Igb 


On n’oubliera pas que cette manière d’opérer est une 
abréviation. 

Rien n’empêche d’ailleurs, dès le principe, c’est-à-dire 

lorsqu’on établit les premières relations trigonométriques, 

de prendre le rayon pour unité : les notations sin, cos... 

n’y désignent plus que des rapports; y remplacer sin, 

sin cos , , , 

cof, etc. , par — , — , etc., ce nest alors autre chose 
r r 

que les rendre bomogcncs par rapport aux sin, cos, etc. r. 

Car les rapports — , — , etc. , par lesquels on remplace 

sin , cos, . . . sont tous du degré zéro , et les formules où 
on les substitue seront, si l’on ne fait que cette substitu- 
tion , sans autre transformation, aussi du degré zéro. 
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PROBLÈME. 

Trouvei--les relations qui lient entre elles les lignes tri- 
gonométriques d’un même arc. 

On Ta d’abord prouver que ces relations se réduisent à 
cinq formules dont toutes les autres dérivent. En effet, 

(p. 7, r.) une ligne trigonométrique étant donnée, tous 
les arcs qui y répondent ont une même origine et deux 
fins différentes ; par conséquent les autres lignes trigono- 
métriques sont déterminées et chacune d’elles a au plus 
deux valeurs. Mais si chaque ligne trigonométrique déter- 
mine les cinq autres, il faut qu’il y ait entre ces six lignes, 
einq relations distinctes, et pas davantage. 

Ce même résultat peut s’établir au moyen d’une figure Fig. 2. 
qui fournira ces relations. Soit AC un arc qui n’est point 
un multiple du quadrant : ses six lignes trigonomé- 
triques forment avec le rayon les trois Iriangfes ODC , 

OAE , OBG , semblables entre eux , et rectangles. Deux 
triangles semblables fournissent deux proportions dis- 
tinctes entre leurs côtés; la comparaison du triangle ODC 
avec chacun des deux autres donnera donc quatre rela- 
tions distinctes ; la comparaison de ces deux derniers four- 
nirait encore deux et même trois proportions, mais qui 
seraient des conséquences des quatre premières. Nom- 
mons a, fi, y les trois côtés de l’un des triangles; a! , /?', 
ceux du second ; et' , (i", y" ceux du troisième; les quatre 
relations en question sont 

«_/3 

» jTil * t f ’ ff ^ 0 * 

a P a y a P a y 

Réciproquement, en vertu de ces quatre relations, sup- 
posées vraies, les trois triangles seront semblables, et les 
autres proportions, que fournissent les côtés, se déduisent 
de ces quatre égalités. 
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En outre les trois triangles sont rectangles ; pour tra- 
iluire celte propriété en équation, il suffit d’ajouter aux 
quatre relations ci-dessus la formule 

a’ = /5’ y\ 

Car celle-ci exprime que l’un des triangles est rectangle; 
par suite les deux autres, qui lui sont semblables, le sont 
aussi, et réciproquement. 

Pour avoir les cinq relations, on suivra donc la marche 
qui vient d’élre tracée, ce qui peut se faire de plusieurs 
manières. Voici celle qui fournit les formules les plus com- 
modes. 

SoilAC = rt. 

Le triangle ODC donne 

OD-f-DC:=OC , ou eof ’ n-t-s/n’ a =■ (1) 

ODC et OAE donnent les deux proportions 

OD: DC:: OA : AE, d’où AE ou tgn — (2) 

° cos a ' 

OD : OA : : OC : OE, d’où OEouséca^ (3) 

cos a 


Les triangles ODC, OBG donnent deux proportions ; 

K CO S CL 

CD: OB:: OD; BG, d’où BGoucotn=-. , (4) 


sina 


CD ; OB : : OC : OG , d’où OG ou coséc a— r’ 


sm a 


( 6 ) 


Remarque 1. Pour se rendre compte du nombre des manières de 
déduire de ces triangles 5 forinuies distinctes, on remarqnera que 
chaque triangle fournit une relation telle que (1), ce qui fait 3; les 
triangles ODC , OAE fournissent de 3 manières différentes 2 rela' 
tiens; de même ODC, OBG, ce qui fait d'abord 3. 3. 3 = 33 manières; 
mais au iieu de comparer ODC avec cbacnn des deux autres trian- 
gles , on peut comparer soit OBG , soit OAE , ce qui donne encore 
2. 33 , total 3^* manières. 
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Remarque 2. Ce$ cinq formules forment le premier des 
(leux systèmes dont il a été question à la remarque géné- 
rale qui suit la définition ô. — Nous avons donc à prouver 
que ces formules s’appliquent à tous les arcs, quand 
même on ferait abstraction des conventions établies à 
l’endroit cité, mais qu’elles sont d’accord avec ces mêmes 
conventions. Or, quelque part,que l’arc se termine, pourvu 
que ce ne soit pas à l’extrémité d’un quadrant, les six 
lignes trigonornétriques et le rayon formeront toujours 
trois triangles rectangles semblables , qui donneront entre 
leurs côtés les formules (l)-(5). Que si l’extrémité de l’arc 
tombe sur celle d’un quadrant, ces formules seront encore 
satisfaites : car nous avons montré (p. 1) que 

sin 0=0; /g 0 = 0 , séc 0 = r, 
cos 0 = r, cot 0 = 00 , coséc 0 = oo , 


valeurs qui satisfont aux formules (l)-(6). 

On reconnaît de même que les valeurs absolues, rela- 
tives aux arcs de 90°, 180°, 270®, y satisfont. Donc ces 
formules seraient générales sans le secours des conven- 
tions citées. 

Pour prouver qu’il y a accord , on remarquera d’abord 
que la formule (1), ne contenant que les carrés des sinus 
et cosinus, se trouvera toujours vérifiée quels que soient 
les signes de ces sinus et cosinus. Ensuite, dans le pre- 
mier quadrant, où le sinus et le cosinus sont positifs , 
les formules (2)-(ô) donnent pour les quatre autres lignes 


des valeurs positives. Dans le second quadrant le sinus 
est ^ 0 , le cosinus 0 ; les formules (2) , (3) , (4) don- 
\ neront la tangente, la cotangente, la sécante négatives; 

V '6) donne la cosécante positive. Dans le troisième qua- 
drant, où sinus et cosinus sont négatifs, les formules (2), 
(4) donnent les tangentes et cotangentes positives; (3) et 
(5) donnent sécante et cosécante négatives. Dans le qua- 
trième quadrant où sinus <^0, cosinus ^0, la tangente. 
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la colangentc, la cosécante seront négatives en vertu de 
(2), (4), (5); la sécante sera ^0 en vertu de (3). Ces ré- 
sultats sont identiques avec ceux de la proposition 1. Il y 
a donc accord, et pourvu qu’on sache les signes du sinus 
et du cosinus (et qu’on observe les règles des signes) , les 
formules (l)-(o) donneront ceux des autres lignes. On 
peut donc dire aussi que les conventions faites sur les 
signes du sinus et du cosinus entraînent comme consé- 
quences celles qui sont relatives aux autres signes si l’on 
admet la généralité des formules (l)-(5). 

PROPOSITION X. 

PROBLÈSIE. 

Exprimer S quelconques des 6 lignes Irigonométriques 
d’un arc en fonction de la sixième supposée donnée. 

11 y a deux cas. 

1° Si la ligne donnée est le sinus, de la formule (1) on 
tire la valeur du cosinus et on la substitue dans les 4 for- 
mules restantes. De même si le cosinus est donné, de (1) 
on tire le sinus, et on le substitue dans les autres for- 
mules. 

On trouve de cette manière ; 

. rsina 

cosa=:±y r' — sin'a, tga — — — -, 

r’ — «Vrt 

r' +rV^ r'‘—sin'a , r’ 

séca— - A^^ fCOla— : , cosec a —- — • 

±Vr^—sin^a 

2° Si la ligne donnée n’est ni un sinus ni un cosinus 
parmi les formules (2)-(5), on choisit celle qui donne la 
valeur de cette ligne; on joint cette formule à (1), et on 
cherche les valeurs du sinus et du cosinus en fonction de 
la ligne donnée. Ces valeurs trouvées, on les substitue 
dans celles des formules (l)-(ô) , qui n’ont pas encore été 
employées. 
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Supposons donnée la tangente. On prend les formules 
(2)et(l): 

rsina 

tg a = — ^ — , «n’ a + cos’’ a = r’. 

° cos a 

te a- cos a 

La première donne sma— , valeur qu on 


substitue dans la seconde, et il vient 


a , cos‘‘ a 


■cos' a ■=.r'' , 


d’où 

puis 


cos' a (tg'a-\-r'')—r*, 
r' 


cos a : 


± ^ r’ + fg’a 


O 1 • . , • Ig a- cos a 

Substituant ceci dans sma ■= , on a 

r 


j±- + tg' a 

Dans ces valeurs de sina et cos a, le dénominateur doit 
avoir de part et d’autre le même signe. 

Restent les formules (3), (4), (Ô), qui, substitution faite 
de ces valeurs du sinus et du cosinus, donnent 


> ■ — ■“ J»* 

(6) séca = ±.v r'-{-tg'a, cota— , 


irn — r' tg' a 


tS^ . 


tga 


coséca =. 


( 7 ) 


Remarque Quelques-unes de ces formules se dédui- 
sent fort simplement de la figure 2. 

1° Le triangle rectangle OÂE donne par exemple 


OE = OA -t- AE ou séc' a-=.r' tg' a, 


ce qui est la formule (6). 

Par le calcul: la formule (2), élevée au carré, donne, si 
l’on ajoute r' de part et d’autre 

21 . 
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r’jiVa (cos' a sin' a) 

r' + <fi-’ a = = r' -, 

cos' a cos' a 


En vertu de (1), cos' a-\-sin' a~n'; 
r* [ r' 

donc r'-\-ts' a ~ ) ~ séc'a en vertu de (3). 

° cos' a \cosaJ 


2° Les triangles semblables OAE, OBG donnent 
AE:OB:: OA: BG, 

r' 

ou tga\ r\\ r\ cota, d’où cot a = — , c’est (7). 

tga 

Autrement : on a 


rsina rcosa 

tga — -‘ , cota ~ — : , 

cos a sin a 


multipliant, il vient 

rsina rcosa . 

tgax cota — X — : = r', 

cos a sina 


ce qui est la même chose que (7). 

Remarque 2. Lorsqu’on s’est donné le sinus, on a vu 
que plusieurs des autres lignes présentent deux valeurs 

et d’abord cosa= -izV' r' — sin'a. Ce résultat peut se 
prouver d’une autre manière. En effet, chercher le cosinus 
en fonction du sinus, c’est chercher toutes les valeurs du 
Fig. 8 . cosinus qui répondent à un sinus donné. Or, que le sinus 
donné soit OF ou — OF', il y a deux, et pas plus de deux, 
cosinus correspondants, qui sont+OD et — OL : ils sont 
égaux et de signes contraires. Il y a de même deux tan- 
gentes AE,et— AM, ou ±AE, deux cotangentes BG et— BK; 
quant aux sécantes, pour le cas du sinus OF, les arcs ter- 
minés en C ont pour sécante-j-OE , et ceux qui sont ter- 
minés en I , ont pour sécante — OM : les cosécantes sont 
H-OG et -4-OK. 
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PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

Etant donnés les sinus et cosinus de deux arcs a, b, 
trouver les sinus et cosinus de leur somme et de leur dif- 
férence. 

Les arcs a et 6 sont supposés positifs , tous les deux Fig-. 4. 
plus petits que 46 “ et l’arc a'^b. 

Soit O le centre, OA le rayon, AB =: a, BC = b. Tirez 
le rayon OB, et menez BD perpendiculaire à OA, CE per- 
pendiculaire à OB. On aura 

«n a = BD , cosa = OD , sin 6 = CE , cos b — OE. 

On a aussi ABC = a H- 6. Prolongeant le sinus CE 
jusqu’à la circonférence en F , on a BF = BC ; d’où 
AF = AB — BC = « — b. Il s’agit donc de calculer les 
sinus et cosinus de ABC et de AF : les sinus sont les per- 
pendiculaires CG, FII, abaissées de C, F sur OA, les co- 
sinus sont OG et OH ; ainsi les quatre inconnues sont 

sin (a+6) = CG, sin (a — b) — FII, 
cos (a-j-6) = OG, cos (a — b) — OH. 

Pour les déterminer, on remarquera que si du point 
E, milieu de CF, on mène El perpendiculaire, et EK pa- 
rallèle à OA, la première de ces lignes est la demi-somme 
des bases CG, FH du trapèze CFHG; de plus, menant en- 
core FL parallèle à OA, on voit que CL est la différencé 
des mêmes bases, et par suite CK en est la demi-différence. 

Donc, pour déterminer sin (n+6) et sin {a — b), il suffit 
de calculer El et CK; car on aura, ce que d’ailleurs la 
figure montre, 

sin (a-hb) = CG = EI+CK , 

«n(a-6)= FH = El -CK. 

De même cos (a-|-6) = OG = OI— GI = OI— EK, 

cos (a-b) =OH = 0 I-f-IH= 0 I+GI= 01 -+-EK. 
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et pour avoir les cosinus, il suffit de calculer leur demi- 
somme 01, et leur demi-différence EK. 

De ces quaires inconnues auxiliaires El, 01, CK, EK, 
les deux premières, avec la quantité connue EO = coj 6, 
forment le triangle EOI, semblable à BOD, où les trois 
côtés sont connus; les deux autres, avec CE = for- 
ment le triangle CKE, encore semblable à BOD. Car ces 
deux triangles ont les côtés respectivement perpendicu- 
laires. Donc on trouvera la valeur de ces inconnues par les 
proportions 


et 


El 01 OE , , . , 

^ = QP = Qg déduites de OEI , OBD, 

r*K FK r*F 


De là 


El = 
01 = 
CK = 
EK = 


BD.OE sina.cosb 
OB ~ ~r ’ 

OD.OE cos a. cos b 

OB ~ 7- 

OD.CE cosa.sinb 

OB 7 

BD . CE sin a . sin b 

OB — 7 


La substitution donnera donc 

sin a cos b~\-sin b cos a 

■ > 

r 

sin a cos b — sin b cos a 


(t) 

sin (a-\-b)z= 

(2) 

sin (a — b) = 

(3) 

cos (a+ô) = 

(4) 

cos (a — b) = 


cos a cos b — sin a sin b 


cos a cos b sin a sin b 
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Ces quaire formules conslitucnt le second des systèmes 
«lont on a parlé à la remarque générale après déf. 5. Nous 
allons donc prouver qu’en suite des conventions énoncées 
dans cet article , les formules ci-dessus s’appliquent à tous 
les arcs. Pour simplifier, nous ferons r= 1. 

D’abord on a supposé a^b ; mais les formules (1), (3), 

(4) étant symétriques par rapport à a et b, rien n’empéclie 
d’y supposer aussi a<^b. Quant à la formule (2), si on la 
multiplie par — 1 , on a 

(5) sin (i — a) =: sinb cosa — sina cosb. 

\ 

Si (2) est vraie, (ô) l’est aussi, et réciproquement. Of 
(5) prouve pour ô et a ce que (2) prouve pour a et b. 
Donc (2) est aussi vraie pour b'^a, puisque (5) l’est. Du 
reste la fig. 4 n’exige pas absolument que a soit différent 
de b, de sorte qu’on peut supposer a=b. 

Remarquons une fois pour toutes que par suite du rai- 
sonnement qui vient d’être fait, tout ce qui sera prouvé 
sur a sera vrai sur b. Cela posé, je dis que rien n’empêche 
de donner à b des valeurs comprises entre 0 et — 45". En 
effet, soit — b' une pareille valeur ; si dans (1) et (3) je 
donne à a une valeur comprise entre 0 et 45”, et à 5 la 
valeur b', ces formules sont exactes ; mais on aura absolu- 
ment les memes résultats en donnant dans (2) et (4) à b 
la valeur — b' ; donc (2) cl (4) subsistent pour les valeurs 
de b depuis 0 à — 45. En remplaçant dans ce raisonne- 
ment (1) et (3) par (2) et (4), et réciproquement, on con- 
clura la même chose pour (1) et (3). Ainsi les quatre for- 
mules sont vraies pour toutes les valeurs de a et b, de 
+45 à — 45; et, en général, si elles sont vraies pour 
b = +m , elles le sont aussi pour b= — m. 

Supposant maintenant que les formules soient vraies 
pour toutes les valeurs de a , depuis une valeur a' — 90” 
jusqu’à +a’, je dis qu’elles le sont encore de -|-a' à 90+a'. 
En effet, si dans (1) on pose a=90+jc, on a 
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(8 ) sm (9 sin (90-f-x) . cos b-\-cos (9 0-|-jf) s in b. 

Mais sin (90-|— a?— f-i) ~ cos ( — x — b') — cos (x-\-b'^. 

De meme sin (90+x) = cos x 

cos (90-+-a;) = sin ( — x) = — sin x. 

Donc (8) se réduit à j/«(90+ar4-3) = 
cos {x-^-b') — cos X cos b — sinx sinb. 


formule identique si x^a', puisqu’on suppose (3) vraie 

pour az=a'. Donc (1) devient identique si l’on y fait 
rt = a;+90°. On prouvera la même chose pour les trois 
autres. Mais si l’on fait varier x depuis a' — 90° jusqu’à a', 
a prendra toutes les valeurs depuis a' jusqu’à a'-i-90°. 
Donc si les formules (l)-(4) sont vraies de n'— 90° jus- 
qu’à a', elles le sont jusqu’à a'-f-90°. Or elles le sont de- 
puis — 46 1=46 — 90° jusqu’à 46°; donc aussi jusqu’à 
46-1-90°; l’étant jusqu’à 46-f-90", elles le sont jusqu’à 
46-1-2.90°, etc., jusqu’à l’infini. D’ailleurs ce qui est prouvé 


pour a l’est pour b. 

Enfin il a été prouvé tout à l’heure que si les formules 
sont vraies pour certaines valeurs positives de a et de b, 
elles le sont aussi pour les mêmes valeurs prises négative- 
ment. Donc enfin leur généralité est absolue. 

Reste à prouver que la généralité de ces formules né- 
cessite les conventions faites sur les signes. Prenons la 
formule 


cos (u-j- 6) = cos a cos b — sin a sin b. 


Faisons-y 6 = 90°, ce qui donne cos 6 = 0, sinb=\. 
Soit d’ailleurs «<^180°, il vient 


cos (a-|-90°) = — sin a. 

Donc dans le second et le troisième quadrant, les cosinus 
doivent être négatifs. 
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Prenons encore 

sin (a+6) = sin a cosb-\-sin b cos a. 

Soit a<^180“ et A = 180", on aura 
cosb — — 1 , 6 = 0 , et sin (a-j-1 80") — sina. 

Par suite, dans le troisième et le quatrième quadrant, 
les sinus sont nécessairement négatifs. 

En résumé donc les conventions en question sont suffi- 
santes et nécessaires pour que les formules fondamentales 
de la trigonométrie soient absolument générales. 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. 

Trouver le sinus et le cosinus d’un multiple quelconque 
d'un arc a en fonction du sinus et du cosinus de cet arc. 
A cet effet , on prend les formules 

( 1 ) sin (a-\-b) =sina cos b-\-sin b cos a , 

(2) cos (a-\-b') — cosa cos b — sin a sin b. 

Pour avoir sin 2a, cos 2a, on y fait b— a, ce qui donne 

(3) sin 2a — sin a cos a-\-sin a cos a — 2 sin a cos a , 

(4) cos 2a = cos’’ a — sin' a. 

Pour avoir sin 3a , cos 3a, dans (1) et (2) on fait 
b = 2a; il vient 

sin 3a = sin a cos 2a~{-sin 2a . cos a , 
cos 3a — cos a cos 2a — sina. sin 2a. 

Remplaçant sin2a et cos2a par leurs valeurs (3) et (4), 
on trouve 

sin 3a sinaxÇcos'a — sin'a^-^-cos a x2 sin a cos a, 
=. sin a cos'a — ^/n’a-f-2 sina cos'n , 
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OU (6) sin3a=z3 iina cos'a — sin^a=Zsin.a(l — sin^a) 

— sin^a = 3 sin a — 4sin^a. 

De même 

cos 3a=cos a (cos'a — sin’a') — sin a X 2 sin a cos a , 
—cos^a — cosa sin'a — ^sin'a cosa, 
ou (6) cos 3a cos^a—3cos a sin'a — cos^a — 3coja X 
(1 — cos'ci) — Acosta— icosa. 

On peut pousser ces opérations aussi loin qu’on voudra. 

Poar avoir des formules générales, on aura recours aux imagi- 
naires. On multiplie entre eux les deux facteurs 

eoso + 1 .sin O 

cos 6 4- —1 . sin 6 

cos a cos 5-t- 1/ —i .sin a cos iH- 1/ — 1 . sin 6 cos a - sin a . sin b 

ou cos a . cos b— sin a sin b-t- — 1 (sin a cos 6-+-sin b cos a). 

Ici la partie réelle est égale à cos(a-i-b), et le coefflcient de 1 
est sin (a-i-b). 

Donc 

(7) (cos . sin a) (cos b-l- l/— 1 . sin b ) 

= cos fa-t-6^-1- 1 . sin(a-hb). 

Changeant ici a en a-t-b et b en c , on aura 

[eos (tt-+-b) + ^zdî . sin (a-+-b)] [cos c -+- (/ — 1 . sin c] 

= cos (a-t-b-Hc) + ^ - 1 . sin (a-t-b-t-c) , 
on , vu l'égalité (7), 

(cos o-t- . sin a) (cos b-t- 1/ — 1 . sin b) (eos c+l/'—i . sine — 
cos (o+b-t-c) -I- 1 . sin (o-1-b-l-c). 

En général , si l'on suppose cette propriété vraie pourn facteurs 
de cette forme, on prouvera facilement qu'elle est aussi vraie pour 
n-t-1 facteurs. On peut donc poser en général 
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(co»a,+ l/— t .sfno,) (co$ a, -t- i/'—l . sina,}. 


(cosOo-4- \/ —1 . »tn a„) — co$ (a.+Oi-H -t-a„)4- 

v'—i. . tin (a,-ha,-t- +oJ. 

Faisant ici o, = Oj = . . . = Ou = a, on a 

(eos o+|/ — l.sin a)°z= coi na+j/ — l.sinna (formale de Moivbe', 

ou, en développant le premier membre d’après le binôme de 
Newton , 

cos na+ \/ — 1 . jin na =; 


coj”a+nl/^ï. cos"— ' a . sina — . coj" 

jL • A 

n'n— 1) (n-2) /— 


'a . stn* O— 


1.2.3 


— 1 . eos”~^o . sin^a-h . 


t»Cn-l) 

=eos’’a ^ ^ . COI 


n(n— l)(n— 2)(n— 3) „ , 

’o. sin’a-t- -i cos— 4oX 

1 . 2 . 0 .4 

tinia— etc. 

„ , r»(n— l)(n— 2) , . 1 

-+-K —1 ! ncos"~‘o. sma— — ï* 2~i cos" '‘o itnSa-t- j 

Égalant les parties réelles, puis les parties imaginaires, on a 


n(n-l) 

(8) cosna = cos‘‘a ^ ^ . cos”~’a .sin’a-t 


n(w— l)(n— 2)Cn— 3; 

1.2 . 3. 4 ^ 

cos°~'<atin^a — etc. 


(9) tinna 


n/n — l)(n— 2) , 

= f» cos"— ‘a . sin O -y- —7. cos"— stn^oH- 


1.2.3 


Ce sont les formules demandées ; si l'on y fait successivement 
n=2,3, on reironve les formules (3), (4j, (5) , (6;. 


Remarque 1. Les formules (3), (4), (5), (6) peuvent se pig. 5. 
démontrer géométriquement. Pour les formules (3) et (4), 
soit AB l’arc a, ABC l’arc 2a; menez la corde AC, le 
rayon OB , et le sinus CF ; cette figure , qui n’est que 
fig. 4 modifiée, donne 

AD = DC=sma , OD = co4a, 

CF = sm2a, OF =coi 2a. 
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Les irianglcs semblables OAD, AFC donnent 
CF:CA::OD:OA, 




car 


OA = r=l. 


Voilà la formule (3). 

Ensuite, du point D menez DE perpendiculaire à OA ; 


il vient 


• OF = OE-EF = OE— EA. 


Mais le triangle rectangle ODA donne • 


OD = OA.OE , AD=OA.AE, 



d’où OE= — cos' a , EA= = sin' a 


C’est (4). 

Fig. G. Pour avoir (5) et (6), soit AB = a ; prenons BC = CD 
= a, de sorte que ABD=3a. 

Soient tirés les rayons OA,OB, OD, la corde BD, et les 
sinus BF, DE, de sorte que 

BF = fma , OFz=.cosa, 

- DE = i/n3a= DG-l-GE , OE=: cos 3a. 

Il y a donc à calculer les lignes DG , GE , OE. 

Or les triangles DGB, ODB ont un angle commun en ' 
B; prolongeant DE jusqu’à la circonférence en H, on a 
l’arc AH = AD = 3a; par suite, l’arc BAH = 4a; ainsi 
l’angle inscrit BDH, qui intercepte cet arc, a pour me- 
sure 2a; l’angle au centre DOB a aussi pour mesure 
2a=DCB; ces deux angles sont donc égaux et les trian- 
gles DOB , DBG sont semblables. Mais DOB est isoscèle; 
flonc DGB l’est aussi et DG=DB=2BF=:2f//ia. 
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De plus, on aura 

BG:BD :;BD; BO, 


d’où BG = ^=:4 5m’a (BO=r=l). 

De là OG = OB — BG= \ —Asin‘a. 

Ensuite GE ; BF :: OE : OF OG : OB , 


d’où 


GEi= 


BF.OG 

dB 


et OE = 


OF.OG 

“ÔB“ 


c’est-à-dire GE=jma(l — isiri'n), OE=:eojfl (1 — isin'a'). 

Delà slnia = 2sina-+-sina — Asin^a , 

= 3«n a — 4sin^ a, 

coi3a = cofa — Asin'a cosa — cosa — Acosa X 
(1 — cos^d) — Acosta— Zcosa. 

Ces démonstrations géométriques sont loin d’avoir la 
généralité des démonstrations analytiques qui les pré- 
cèdent. 

Remarque 2. Cosna peut toajoars s'exprimer en fonction ration- 
nelle de cosa; mais sinna ne peut s’exprimer en fonction ration- 
nelle de lin a , que si n est impair ; c’est ce que prouvent les for- 
mules (8) et (9). Car la formule (8) ne contient que les puissances 

paires de fin a: on peut donc y remplacer sin‘‘a, sin'ia par 

1— cos’a, (1— coj’a)’, etc., ce qui n’introduit point de radicaux. 
Quant à la formule (9), elle renferme 

cos"'~‘a . cos"~^a. cos”~^a, etc.; 
or si n est pair, les exposants seront impairs, rin na renfermera 
le facteur cos a = [/—l sida , multiplié par un facteur qui ne 
renferme eosa qu’à des puissances paires, lesquelles sont des puis- 
sances entières de 1— sfn’o; par conséquent sinna sera une fonc- 
tion irrationnelle de sin a. et aura deux valeurs pour chaque valeur 
de ima. Si au contraire n est impair, les exposants n-1 , n-3, ... 
sont pairs , et cos"~'a , cos°~^a .... seront des fonctions ration- 
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Déliés de si'na, de même que linna . qui par suite n'aura qu'une 
seule râleur. 

Ces résultats peuvent s'établir d’nno antre manière. En effet , 
1° chercher cotna en fonction de cota, c'est chercher toutes les 
valeurs de cosna qui répondent à une valeur donnée de cota, 
c'est-à-dire qui répondent à tous les arcs que détermine cot a ; 
mais ces arcs sont compris dans les formules 

X = 2fcH+» , X = '2ÀiR— K (p. 7). 

Donc on doit trouver pour cosna toutes les valeurs de 
cos n (2/eH+x) , cotn(2kH—»). 

Or cot n = cot (’2fcnII-l-na) = eoi n* Ép. 5) 

cot n (2JtB - «) = COI (2ànII— næ) = cot (— n») = coi nx. 

fp. 5 et 6). 

Donc il n’y a qu’une seule valeur pour cosna en fonction de 
cos a. 

De même, chercher sfnna en fonction de sin a . c'est chercher 
les valeurs de stnna qni répondent à tons les arcs que détermine 
sin a, lesquels sont 

x=2kH-h» . x = (2k-hi)lî—cc ; (p.7) 

tes valeurs trouvées sont donc celles de 

lin (2knH-Ht») , sin [(2in-t-n) H— n«]. 

Mais sin(21cnH-«-na)= sinnx (p. 5.) 

et sin [(2àn-t-n) H— an] = sin (nH— nx). 

Si n est pair, celte dernière valeur se réduit à sin ( —no) = — 
sin nx; tandis que si n est impair, elle devient sin(H— nx}=sinnx. 
Donc dans le premier cas sinna a denx valeurs , dans le second ii 
n'en a qn’nne. 

PROPOSITION XIII. 


PROBLÈME. 

Trouver sin ^ a , cos ^ a en fonction de cosa. 

A It 

A cet effet, dans la formule (3), prop. 12 , on remplace 
1 . 

a par - a , il vient 

£k 
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1 . 1 

cos' - a — sin' - a = cos a , 

2 2 

d’ailleurs cos' ^ a-^sin' ^ a = 1 , ( p. 9 , f. (1)) 

Ajoutant et retranchant successivement ces deux équa- 
tions , on a 

1 . « 1 . 

2cos' - a= l~i-cosa J 2sin' - a=l — cosa , 


d’où 


cos 


sin 


5 “=^ÿ- 


i-{-cosa 


-cosa 


Remarque Pour démontrer ces formules par la géo- Fig. 7 . 
métrie, soit l’arc ACB = a; menez le diamètre AD, tirez 
AB, DB , menez les rayons OC , OG respectivement per- 
pendiculaires à ces droites, et tirez le sinus BH; AC sera 



et l’on aura 


OH , 


BE=AE = Jin 2 ^ » 


OE — cos 



De plus, à cause des parallèles, on a OE=FB. 
Mais dans le triangle rectangle ABD, on a 

Âb’=ADxAH, BD = ad X DH. 

Or, AB =: 2BE = 2 sin ^a, BD = 2BF = 2 cos ^ a; 

m À 

puis AD = 2r = 2,AH=AO-OH=l — cosa, 
DH = OD -{- OH = 1 -)- cosa; 


donc les relations ci-dessus donnent 
4 sin' i a = 2 (1 — cos a ) , 4 cos' i a = 2 (l-t-coja). 
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d’où sin ^ a = ± ^ — 


-cos a 1 


a = ±[/ 


1+coi a 


. l 


Remarque 9. Ces formules montrent que sin ^ a, 

cos - a, exprimés en fonction de cosa, ont chacun deux 

valeurs. Et , en effet , chercher une inconnue en fonction 
de cosa, c’est chercher toutes les valeurs de cette incon- 
nue qui répondent à tous les arcs que détermine ce co- 
sinus. Mais a étant le plus petit arc positif déterminé par 
ce cosinus, tous les autres sont donnés par 

a; = 2/i H + a , a; = 2A:H — a (p* 7). 

Donc les valeurs de sin ^ a seront 


. 1 

sm- 


. /2/fH+a\ 1 , /2A:H — a 

-\ , sin-x = sin f — 


. / . 6 / 111 - 
x = sin[ 

V 2 


OU 




sin ( 




Si k est pair, on a (p. 4) 

sin -{--c^-xisin^a, 

sin ^A-H — sin 1 a^=— sin ^ a . 

Si k est impair, on a (p. 3) 

. t \ .1 • Ait ^ ■ 1 

A^H a j = — sin - a, — - J = sin- a. 

, .1 .1 

Ainsi sin a a deux valeurs sin - et , — sm^a- 
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On reconnaît de même que cos - a admet les valeurs 


-+-cos-^a, — cos-^a. 

Que si l’arc a est donné , on saura dans quel quadrant 
tombe la fin de ^ a, on saura donc quels sont les signes 

respectifs de sin ^ a , cos ^ a, ce qui suffit pour choisir 
parmi les valeurs que fournissent les formules. 


PROPOSITION XIV. 


.1 1 ^ . 

Trouver sin - a , cos - a, en fonction de sin a. 

A M 

Dans la formule (3), prop. 12, remplacez ^ a par a; il 

m 


sina=^ sin^ acos^ a , \-sin'' ^ (a) 

Am ma 


posons 


cos - a = X, sin - a — y, 

A A 


d’où ^ xy = sina , .r’-j-j’ z= 1 . {b) 

Ajoutant et retranchant , on trouve 

= l+«'rea , et (x — yy — l — sin a. 

Soit pour abréger V' a — 2/n, \/ 1 — sina~2m' ; 
il vient 

x-{-jr =. ± 2m , X — x~± 2m'. 

Ce qui donne les quatre systèmes suivants : 
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rx-i-y — 

2m d’où X =. m-i-m \ 

(1) 

[x-x = 

2m' 

y— m — m ) 


2m 

x'=- m— m'i 

(2) 


-2m’ 

m-f-m’l 

p+r= 

— 2m 

x——m->rm'\ 

(3) 

(ar— j = 

2m' 

y- — — m — m' j 

( = 

— 2m 

X— — m — m') 

(4). 

\x—x = 

—2m' 

y-= — m-f-m i 


Il y a donc quatre solutions pour la question; mais si 
l’arc a est donné, on peut toujours reconnaître quelle est 
celle de ces solutions qui convient à la question. A cet 
effet posons a = 2d étant positif et 2H. On 

aura 


Supposons d’abord h pair; l’arc | « et l’arc d se termi- 
neront au même point, comme cela arrive toujours pour 
a et 2d. Cela posé, il y a quatre cas ; 

1° 2d < 90°, d’où sin a > 0, m > m' et d < 4S. 

Il s’ensuit que ^ termine entre 0 et 45°; donc 


sin - a et cos ^ a sont > 0 , et comme m^ni, c’est le 
2 2 

système (1) ou le système (2) qui résout la question. Mais 
comme d est 46®, sin ^ a ou sin d est cos ^ o ou 


cos d; donc c’est (l). ^ 

2° 2d <C 4.00 » ™3is ^ 90° ; encore m'^rri ; sin 2 “ 


cos ^ a sont ^0; mais comme d tombe entre 46 et 90®, 
sin d est ^ cosd , et l’on a le système (2). 
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3° 2^ 270 et ^ 180°; ici sina <^0 etm<^m'; d’ail- 

leurs 136 et ^ 90, ce qui montre que sind^ 0 et 
cosâ<^ 0 ; ce sont les formules (2) ou (4) qui conviennent. 
Mais entre 90 et 135 le sinus est ^ la valeur absolue du 
cosinus ; donc c’est (2). 

4® 2d<C[ 360 et ^ 270; sina<^0, m m' ; sinâ est 

^ 0 et cosô<C,0; mais de 135 à 180, le sinus la valeur 
absolue du cosinus ;• donc c’est (4). 


Supposons maintenant /r impair. Dans ce cas ^ a 


se ter- 


mine dans le quadrant opposé à celui où tombe d; ainsi 
les valeurs de sin 1 a et cos a sont de signes contraires 

A « 


à celles de sind , cosd, respectivement. Par suite 


. I® Si 2d*\ 90®, les formules à prendre sont (4) 

2° 2d< 180et>90®, 

(3) 

3° 2d<270 et>180° 

(2) 

4° 2d< 360et>270’ 

(t)- 


Si donc le calcul donne quatre solutions , c’est parce 
que la même solution ne convient pas à toutes les valeurs 
de l’arc a. 

Remarque. Soit a le plus petit arc positif qui répond à 
sina; tous les autres arcs qui y répondent sont compris 
dans les expressions 2/rH-)-a, (2A-+1)H — a (p. 7); ainsi 
les équations (5) ne changent pas si l’on remplace a par 
ces valeurs. Il s’ensuit que y représente le sinus de la 
moitié, et x le cosinus de la moitié de tous ces arcs; 
donc 

j = \ a j, 

r = 2 j = sm {kH+- - 

22 . 
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Si k est pair, ces formules se réduisent (p. 4) 

.1 . /H a\ a 

Si k est impair, elles se réduisent (p. 3) 


— sm ~ a , — cos ~ a ■ 


et a 

Ce qui fait les quatre valeurs ± sin - , ± cos - . 

De même pour cos ^ a on trouve les quatre valeurs 

Ci. CJL 

± cos — ,^sin — , ce qui est d’accord avec les systèmes 
2 2 

(1), (2), (3), (4), en ce que les quatre valeurs de ros - a 
sont les mêmes que celles de sin - a, etc. 


PROPOSITION XV. 


PROBLEME. 

1 1 

Exprimer sin et cos 3 a en fonction de sina cl cosa. 

Dans les formales (5), (6), prop. 12, on remplace o par ja. et 
l'on a 

1 , . , 1 

(1) iino=3s<n^a— 4*«n3 - a, 


( 2 ) 


eoia =4cos3g a— 3 coi g a. 


. 1 


Posons sin - a = a;; la première cqualion ordonnée devient 
3 

4*3 — 3X+ sin a = O , 
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3 1 

x3 — X-t- 1 SI fl O = 0. 

4 4 


34 I 


Cette équation a ses trois racines réelles et inégales ; pour le 
prouver on la compare à l’équation 
(4) x'-i-px+q = 0. 

La condition pour que les racines de celles-ci soient réelles et 
inégales, est 



donc cette inégalité devient 
1 stn ’ a 

ou “64"' < 0, ou — l-+-iin‘ a < 0. 

Mais si a n'est pas un multiple impair du quadrant, sin’a est 

< 1 ; donc la condition (5) est satisfaite. 

La trigonométrie conduit au même résultat. En effet , les coefQ- 

dients de l’équation (3) ne changent pas si l’on remplace l’arc a 

par l’un quelconque de ceux qui répondent au même sinus, et qui 

sont compris dans les deux expressions 

2kü-\-» , (2Jc-t-l)n— • (p. 7). 

Donc les valeurs de x sont 

/2jkIU-4\ (2*-t-l)H-<» 

X - sin^ — g J , x = tin ^ . 


Pour reconnaître le nombre de ces valeurs, il faut en exclure 
celles qui sont égales entre elles ; à cet effet on extraira d’abord 
lies arcs les circonférences entières qui y sont contenues. Le pre- 


k k 

mier contient 2H-; la partie entière de - donnera des circoufé- 
3 3 


rences entières, dont on pourra faire abstraction ; le reste de la 

division de k par 3 , ne pourra être que l'un des nombres 0,1,2; 

. . 2 H.0 -I-» 2H.l-t-« 211. 2-t-» 

ce qui réduira I arc a , ■ , ; on aura 

3*3 O 


« 2H-I-* 4H-1-* 

ainsi les 3 valeurs de® ; = sin - , Xi — tin——r — , ®3 = — g — • 

O 33 
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Raisoanant de même sur le second arc, on sera aussi conduit à 
remplacer k par 0 , 1 , 2 , et l'un aura 3 aulres valeurs de x. 


H—» 


311— « 5H-(X 

X5 = — - — , xü — sin — —— 


Parmi ces six valeurs , la cinquième est égaie à la première ; 
« 3H-« , 3H 

car les arcs 5 , — - — font en somme — ou II : ils sont donc 
O J ( 3 

supplémentaires et X 5 = X. (p.2). 

^ ^ 2n-f-- II—* 

De même X 4 = Xu , parce que la somme des arcs — 5 — , — r — 

3 3 

est H. 

. Enfin xg = x 3 ; car 


4I1-I-- 


ct 


/ H-h» \ 

.... ^ — sm g J 

/5H-»v 


(p. 3} 


(ib). 


H-h» 2H-» 

Mais la somme des arcs — 5 — , — - — est aussi II. 

O 3 

On a ainsi pour x trois valeurs : 

. » II— <» — 2H+» 

x,=z=s%n- , a;j=is<n — 5 — , Xj^sin 5 

33 3 

Ces valeurs sont différentes, sauf certains cas particuliers. Pour 
le montrer, faisons il vient 


H 1 , U 1 , /r 

X,=0 , X,= SIH — = - 1/3 , X 3 = — Sirtjzrr— -1/3. 

Comme dans ce cas lArticulier elles sont différentes, il s'ensuit 
qu’en général elles ne sont pas égales. 

L’équation relative à cor - a donne des résultats analogues. 

O 

Remarque. Dans le cas oùstn^a = l, l’algèbre prouve que l’é- 
quation 3 a deux racines égales; la trigonométrie le prouve aussi. 
Car de sin'o = l on lire s»'n« = ±l; donc », qui est <211 et>0, 
13 1 

est égal ou à - U ou à ^ II. Si ^ H , les trois valeurs de x 
deviennent 
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t U— jt 1 Il-t-* . 1 

= lin 5 U , - i»n U. 


sin ^ = »in g H , îtn ^ ^ 


I,es deux premières sont égales entre elles et i -■ 


Si M = ^ H , les valeurs de x devienneul 

*(& 

* 1 H-* ’ . 1 „ 

tin - = lin - H . «n — r— .= — iin g H 


II+« . 5H . i „ 

-un— =-«.n-g-=-«ngII, 


et les deux dernières sont égales entre elles. 

Ce sont les seuls cas où deux des trois valeurs de x soient égales 
' » 
entre elles. En effet, l’arc « étant moindre que 2H , les arcs g , 


H — « Il-t-a 


, sont, en valeur absolue, moindres que H. Soit 


* H — « , <* . 

d’abord H— «> 0. Pour que lin -=iin — il faut que - et 


II-« 


qui sont tons les deux moindres que H , soient égaux ou 


supplémentaires , c’est-à-dire que 


a. Il—* » . B—* 

3=— 3 -^— =“• 

La première équation donne *= — H; la seconde donne 11 = 

3H , ce qui est absurde. 

H — * H-+-* . „ H—* 

Pour que tin — ^ = — im — ^ , il faut que I arc — j— ou 

H+» 

son supplément, ajouté à — ^ , fasse 2H , c'est-à-dire que 

II—* H-t-a .. H— « Il-t-* 

— ^ — -I g — = 2H , on que H— — g 1- — ^ — = 21f. 

La première équation donne 2H = 6H, ce qui est absurde ; la 
311 

seconde 2< =3H ou «=--—• 


U-* 


Soit , en second lieu , Il -*<0 ; pour que lin g = ifn — , il 
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a— H 


faut que ou H— - , ajouté à — ^ — fasse 2U , ce qui conduit à 
5H 

ou à 2H=6H; le second résultat est absurde, le pre- 
mier est en contradiction avec l’hypothèse «<2U. 

tl— « 

Dans le même cas de H— « <0, si l’on veut que stn — ^ — ou 

, H-t-ee Il H-h* 

— lin — s — egst “ — ~ — . >1 faut que = — ■ 

d 3 3 3 

*— U H-t-* 

on que H — —g — = — g — ; le premier cas donne — H = H , ce 

3 

qui est absurde ; le second «= - H. 

Enfin on trouvera que jamais ifn n’est = — s»n— . Donc 

O 3 

« . . ^ 3 

ennn il faut que « = x H ou que ~ H. 

àfi aS 

Ktmarquei. Les formules générales (8) et (9) établies prop. 12, 

a a 

peuvent servir à trouver de même eos - , lin - en fonction de 

n n 

coin et de sina. 


cos a 


PROPOSITION XVI. 

PROBLÈME. 

Trouver la tangente de la somme et celle de la différence 
de deux arcs a , h, en fonction des tangentes de ces arcs. 

On a en général (p. 7, formule (2)) tangazx ** 

en posant r = 1 . 

Donc aussi 

, sin (a-f-3) 

= c-57Ç;Ti)’ 

développant (p. 11) 

sin a cos b-\-sin b cos a 

cos a cos b — sin a sin b 
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Divisant haut et bas par cosa cos b, et simplifiant, il 
vient 


tg (a+A) = 


sin a 
cosa 


sin a 


cosa 


sin h 
co s b 
sin b 
cos b 


« H- tg 3 
\-^tga.tgb 


On trouvera de même 


'g (fl— b) 


tga—igb 

\-\-tga.tgb' 


Pour démontrer par la géométrie la première de ces pig. 8. 
formules, soit l’arc AB=a, l’arc AC = 6; de sorte que 
BAC=a+3. Menez en A une tangente indéfinie terminée 
aux rajons OB , OC prolongés ; menez de même en B une 
tangente terminée à OC prolongé; tirez OA, et menez EG 
perpendiculaire à OB. On aura 


AD — tga , bX,— tgb, BF = /g- (a-|-ê). 

Or les triangles semblables OBF, OGE, donnent 

BF:GE::OB:OG, d’oùBF=^, 

’ OG 

vu que OB = r= 1. 

D’un autre côté, les triangles semblables EGD, OAD 
donnent 

FTI 

GE:OA:: ED:OD, d’où GE= ^ OA = l. 


La substitution de cette valeur de GE, 
BF, donne 


BF ou tg (rt+ô) = 


ED 

OG.OD 


dans celle de 


« 
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Considérant le triangle EOD dont l’angle O est supposé 
aigu, on en tire 


ED = EO+OD— 20D . OG , 

d’où 20D . OG = ËO+ÔD — ED , 

= féc’ô-f-féc’a — (^ga+tg ày, 

— séc’b—tg'’b-\-séc'‘a—lg'‘a—2lga. Igb. 
Or séc^a — tg^a=. 1 = stc'b — tg’’b (p, 10, f. 6). 

Donc 20D.0G = 2 — ‘‘Itgatgb. 


Tirant de là OD.OG, substituant dans <g(a+&) la va- 
leur trouvée, ainsi que celle de 'ÊX) — tga-\-tgb, on re- 
trouve 


/g(a-l-6) = 


JS±±^ë^. 

\-tga.tgb 


Remarque. On peut de même trouver col{a±b) en 
fonction de cota, cotb; séc(aizb') en fonction de séca, 
séc Chacune de ces dernières, savoir séc (a + b), 
séc(a — b), présente une double valeur. Du reste sin (a+i) 
en fonction de sina, sin b , a quatre valeurs ; il en est de 
même de sin (a — b) , etc. 


PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. 


Trouver tg2a, tg 3a , etc., en fonction de tga. 

Pour trouver tg2a, dans la valeur de tg(a-\-b) , on fera 
b — a,ce qui donne 


( 1 ) 


tg'ia — 


2<ga . 

l-tg’fl 


Pour avoir tgia, dans tg{a-\-b') on fait b— 2a, d’où 
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(2) 

1 — tsa ts‘2a 


‘6 “ Ig 2a 

Remplaçant ici tg 2a par sa valeur trouvée, il vient 


tg3a = 


2tga 

tga-\- - — - — 
1 — 'ff’a 


1 — 


2tg'‘a 


1 — tg^a 

Multipliant haut et bas par 1 — tg^a, et réduisant 

„ 3tga — tg^a 

tg3a=—^——-^ ■ 

° 1 — 3ig^a 

On peut de même trouver lg4a, tgàa... 


En général, les formules (8) et (9), prop. 12, donnent 
sin na 


eos na 


= tgna = 


-3|'* 


n^l-' 


ncos" 'o.sin a ^ . cos“~^a.sm')aH ,eo$''~^a.iin^a- elc. 

f’I' l5|i 


al— I 4l-“* 

cos"a r- CM”— ’fl . itn’a- 




coj"— *a . (tn-'a.... 


Divisant les deux termes parcoi"a, et ayant égard à tga= ****** , 

cota ' 

on trouve 

31—1 5|— I 

ntga— ^ • to^a-t- îî . tg^a— 

1^1' l^i‘ 

« 

1 — — HT- . Iff’o-t- — — .tg^a~ 


I 


i4|‘ 


Le numérateur s’arrête dès qu'il s'y présente une factorielle 
nulle; il en est de même du dénominateur. 
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PROPOSITION XVIII. 

PROBLÈME. 

Trouver Ig - a , tg — a, etc., en fonction de Iga. 


Pour obtenir tg - a, dans la formule (1), p. 17, on 
remplace a par ^ a, et il vient 

4U 


tga = 


2tg - a 
» 2 


1-/^2 « 


Posant tg - azzx, on a 


Ordonnant 


d’où 


(1 — x'‘)tga-=.^x. 
2 


• X — 1 =0, 

tga 

— l±P^l+ig’a 


tga 


1 


(t) 

( 2 ) 


On a donc deux valeurs pour tg - a. En effet, les 

coefficients de l’équation en x ne changent pas si l’on 
remplace l’arc a par l’un quelconque des arcs qui répon- 
dent à tga, et qui sont représentés par /flî-l-a (p. 7). 
a ét^nt toujours le plus petit arc positif qui répond à tga. 
Donc l’expression de toutes les valeurs de x est 

x = tg — — . 

^ 2 

c- / . .... 

Si /i est pair, — est un nombre entier de demi-circon- 
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férences, qu’on peut supprimer (p. 3) , et il vient 

a 

Si k est impair, c’est-à-dire de la forme W-\-\ , on a 

x = ,g ïï--p) = ,j(î!+î), 

en supprimant les demi-circonférences ; mais 


'S 


V 2 


/H 

='«(2 


a 


a 


= — cot iz 


On a donc en effet deux racines 


a 


^‘ = ‘g7i 


a 


2 y — coi 2 ’ 


dont le produit est d’ailleurs 
a 

= 'S 2 X — 

Ce qui est d’accord avec l’équation (1). 


cot-=_l. 


a 

En général, pour avoir tg - , dans la formule (3), prop. 17, on 
remplacera na par a. a par et il viendra une équation do de- 
gré n par rapport à l'inconnue tg ~ 

Remarque 1. Si l’arc a est donné, et qu’on veuille cal- 

1 

culer tg - a, il faut savoir quelle est celle des deux va- 
leurs dex qui est à prendre: mettons l’arc a sous la forme 
24'H-|-a, et étant 0 et 2H. On aura 

1 t 

-a = ^H-l- - a. 
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Il y a plusieurs cas. 

1® Si a<^ 90°, tg a sera ^0; la première valeur de x 

sera ^ 0 , la seconde a. Or \ra tombera dans le pre- 

£ 

mier ou le troisième quadrant : donc fg ^ a est ^0, et 

* 

>1 -il — 

c est la première valeur qui convient. 

2® 90® et 180®. tga est <^0, la première va- 
leur de X est •^O, la deuxième ^0; mais ^ ^ « 

tombe encore dans le premier ou le troisième quadrant ; 
^ a est donc encore positif, et par suite 


1 

'S 2 ~ 


tga 


1 


3® et ^ 1 80® et 270®; tga est 0; - a tombe dans 


le deuxième ou le quatrième quadrant; Ig x a est <^0 et 

(£ 

, , —\ — V^-^tg-‘a 

égal a 

4“ 270° et <^360®; /gaC^O; ^ a tombe encore dans 

£ 

le deuxième ou le quatrième quadrant ; « est<0 

• A 


et égal à 


—1 + 1^ l+tg-’a 
tgn 


Hemarquei. L’expression de ig-a peut se présenter sous pin- 

« 

sieurs formes, en fonction do sin a , cos a. 
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i.n- a 


«Sjj«= — 


COI - a 


multipliant les deux termes de la rraction par 2s(n ^ a , on a 


tg^a=- 


2i<n* 2 0 

„ . I î 

S«in - a cos -a 


Hais (p. 13) 


2sin’ 2 ® ~ ^ “ 


et (p. 12) 


2*<n 2 a cot 2 ® ~ <*• 

1 1 — COJ a 

Ij7- 0 = : 

2 Jtna 


AÙ lieu de multiplier par 2iin ^ a , multipiions par 2coj - a ■ il 

2 2 ' 


1 

tp~a = 


1 1 
2jtn - O COJ 2 a 


2eoj’ - O 


l-i-COJO 


Ces deux expressions de ® s'accordent, comme on pent le 
vérifler en les égalant. 


1 *‘"5“ 

= — 

CO, -a 


1 1 

on peut encore remplacer iin ^ a et coj - a par leurs valeurs 
tirées de la prop. 13 , et on a 


1 1 / 1— COJ a 

^ V 1-t-co, a 


'1— COJ a 
1-+-COJO 
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En mullipUant les deux termes de la fraction par 1 — cot a, on 
trouve 


1 1— eot« 


(*) 


Si on remplaçait ici l/i—cos'‘a par sin a, on tronverait encore 
1 1 — cos O 

pour ^ a deux valeurs, ± ^ , ce qui ne s’accorde pas 

avec la formnle (2). Mais c'est qno cette substilntion est une er- 
reur : tg^-a est tantôt positif, tantôt négatif ; dans (4) c'est le 

<o 

donble signe qui donne la faculté de choisir celle des deux valeurs 
qui convient. Ainsi quand ^ a ae termine dans les quadrants im- 
pairs , on a 


1 

la- a =r ■ 


1— coia 


- Y 1— cos’o 

Or dans ce cas ^ a est de la forme fcll-i-J', i étant <90°; par 
<0 

suite a est de la forme 21 : 11 - 1 - 2 ^, et sin a = sin 2^, qui est >0, vu 
que 2^'<180». 


De là on conclut que dans ce même cas iina=-t-Y' 1— cos’a. et 


1 1— eoso 

''2 sin O 


An contraire , si —a tombe dans le s quadrants pairs, ^'es<> 90° 


J 

et <180°; tp- a est<0, et sin a aussi esl<0: dans ce cas 


1 1— cosa 

tg -a= . 

2 _t/l_ 


et tin a — — Y' i —cos' a 


cat'a 


d’où encore 


1 — cos a 


‘^'2“= sina 


C’est donc + Y' i—cos'a qu’il faut remplacer par sino dans 

1 1— cot O 

2 “ ~ ± Y'i—cot'a 
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La foriDtilc 1 a = ~ 

••J T^a 

donne lieu à une remarque semblable. On sait que 
dt K l+lÿ’a = séc a. 

Or, ici encore , c'esl dans le cas où il faut prendre devant le ra- 
dical dans (a) le signe -t- que sic a est > 0; el toutes les fois 
que dans (a) il faut prendre le signe — , séc a est <0. En effet . 
mettant l'arc a sous la forme on a reconnu tout à l’heure 

que si 2', qui est > 0,, se termine dans le premier et dans le qua- 
trième quadrant, il faut prendre tg\ a= ° ■ mais 

i tga 

dans ce cas séc a = séc (2JtlI-i-2^) = sec2^ est précisément positif; 
1 — l-i-séca 

par suite tg . Au contraire , si 2]“ tombe dans le 

deuxième ou le troisième quadrant, on a dû prendre ta ~ a 

2 

— 1— j/l-t-tÿ’a 

~ iga ’ *««<* c»> négatil et égal à 

- kfl-+-tÿ’ 'o; d'où encore 

/ . 1 — 1-t-jéca 

to - a = — 

*'2 tga ■ 


PROPOSITION XIX. 


PROBLÈSIE. 

Établir une équation entre deux lignes trigonomêtriques . Vune de 
l are na , l’autre de l'arc ia, n et i étant entiers positifs. 

Soit X la ligne de l’arc na.y celle de l’arc ia; si x est un sinus 
ou un cosinus . on a x = f (sinna); s'il n’est ni l’un ni l’autre , les 
formules de la pr. 9 permettront do l’exprimer en fonction de 
sinna; donc dans tous les cas on peut écrire 

X —f(sin na\ 

Do même y — ip (sin ia\ 

Mais la formule (9; donne sinna et sfr» ia en fonction de sina; 
donc 

s5 
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on aura x=;F(jino) , y-:; Fi (jtn o). 

Il ne reste plus qu'à éliminer jin a entre cos équations, et l'on 
aura la relation cherchée. 

Semargue 1. Dans les cas particuliers il sera sourent possible 
(l’opérer d’une manière plus simple. 

Par exemple , il s'agit de x ~ cos3a et y = iga. 

Ici x = coi3a=: 4cos3a- 3cosa, 


et 


-tga = 


\/ 1— coi’a 
cota 


posant eota = z, on a à éliminer z entre les équations 


x;=4i3— 3z , 




ou z’y» = 1— z’. 


Remarque 2. Supposons qu’on cherche tg - a en fonction de 

« 

zina, et qu’à cet effet on parte de l’équation. 

2 

ou x’+ ; — .X — 1=0. 

Iga 


On a iga = - 


( 1 ) 


stn'a 


; donc l’équation devient 


3 .’^ 2l/l-sM»a ^ 0. 


Cette équation est double, et donne pour x quatre valeurs. Ce- 
pendant les arcs qui répondent à on sinus donné étant do la forme 
2kH-4-(x , (2fc-i-l)H-<. , 
les valeurs de x doivent être 

2àH-l-« /■ 1 N 1 

x = tg — ^ — = tg - «J = lÿ - a , 

et X = lÿ ^ tg - ~ g J = 2 “• 


Ce qui ne fait que deux valeurs. 

Mais c’est que l’équation (1) donne x, non pas en fonction de 
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«in a, mais bien en function de sin’a; car elle ne change pas si 
l’on change tina en — sina; il s'ensuit qu'elle convient aussi aux 
arcs 

2*11-* , , 

dont le sinus est — «in* ou —sina ; on a donc encore 

x — if (*n- i *) =—ig ^ «, 

X — tp[(2*+l)H-t-*] = — cot ^ * , 
ce qui complète les quatre valeurs. 

PROPOSITION XX. 

PROBLÈME. 

Transformer une somme de deux sinus ou cosinus en 
un produit , et réciproquement. 

On prend les rormiiics 

sin(a-\~b') = sin a cos b-\-sin b cos a , 
sin(a — b") — sin a cos b — sin b cos a , 
cos(a-+-b')=cos a cosb — sina sin b , 
cos(a — b')~cosa cosb-{-sina sin b. 

Ajoutant et retranchant les deux premières, puis les 
deux dernières, on a 

(1) sin{a-\-b)-^sin(a — b) = ÿsina cos b , 

(2) sin{a-\-b) — sin(a — b) = ‘2sinb cosa, 

(3) cos(a-‘rb)-\-cos(a — b^—^cosa cosb , 

(4) cos(a —b) — cos(a-\-b')=^sin a sin b. 

Ici on posera a-f-5=p , a—b — q, 

1 1 

‘l’où «= 2 (P+9) ’ * = 2 

et (6) sinp-+-sinqz= 2sin ^ (p-hq) cos ^ (p—q), 

95 . 
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(6) sinp—sin q ~ 2sin ^ (p—q) cos ^ (p+q), 

(7) cosp-+ cosq=2cos^ (p+q) cos~(p—q), 

(8) cosq—cosp=2sin^(p-i-q).sfn^(p—q). 


Ces dernières formules transforment une somme et une 
différence de deux sinus ou de Jeux cosinus en un pro- 
duit, ce qui est utile dans les calculs de logarithme. S’il 
s’agissait de sinp±cosq, on remplacerait dans (5), (6), 
q par 90 — q. 

Pour transformer au contraire un produit en une 
somme, on se servira des formules (I)-(4), qui donnent 

sina cosb = ^ sin («-+-3)+^ «m (a — b), 

etc. 


S’il s’agit d’un produit tel que sina cos b sine , on a 
d’abord 

. /I . / 

Pin /» ^ fin /! I — fin i n — 

2 


(9) sin a cos b sin c — sin c sin (a-t- 3)+ ^ sin (a — b) 


/ 


~ 1 ^ sin (a — b'), sin c ; 

À 


mais si dans (4) on remplace a par a-\-b , et b par c, on 
en tire 

sin {a->rb') sine— cos(a->rb—c')— ^ coj(a-|-34-c). 


Changeant b en — b, 

sin (fl— b ) . sin c=^cos(a—b—c)—^cos (a—b-\-c). 
Substituant dans (9), on trouve 


Digitized by Google 



LIVRE I. 


357 


sina cosb sinc — ~^cos(a-{-b — c) — -coi (a+3-f-c), 


+-coi (« — b—c ) — -7 cos(a — 3+c). 
4 4 


Quel que soit le nombre des facteurs du produit , 
pourvu qu’ils ne soient affectés que d’exposants entiers 
positifs, s’ils sont des sinus ou cosinus, on pourra tou- 
jours transformer ce produit en une somme de termes du 
premier degré. 

Corollaire. Les formules (S)-(8) donnent encore d’au- 
tres transformées. En divisant chacune d’elles, successive- 
ment par chacune des suivantes , on trouve 


( 10 ) 

' sinp — sinq 


(/>+?) sin^{p—q) 

1 ^ , 

^8 I (/»-+-?) 

— i T-* 

‘8 2 (/»-?) 


(tl) 

( 12 ) 

( 13 ) 


sin p-^sin q 
cosp-\-cosq 


tinp-\-sinq 
cosq — cosp 

tin P — sin q 
cosp-\-cosq 


\ (f>+7) 

\ (pH-9) 
-- coe^ {>—</), 

= ^8 1 (p-7) * 


(/>+?)> 
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(14) 


(16) 


s in P — sinq 
cosq — CO s P 
cos p-{-cos q 
cosq — cos P 


= co<^ (p-+-q), 

= cot^{p-hq) .cot^(p-q). 


La formule (10) monlrc^que la somme des sinus de deux 
arcs p, q,est à la différence de ces mêmes sinus , comme 
la tangente de la demi-somme des arcs est à la tangente 
de leur demi-différence. 

Fig. 9. Pour démontrer cette formule géométriquement, soit 
l’arc AB =p, l’arc AC=qf; on aura BC=p — q, et si D 

est le milieu de BC, on a DC = - {p — q'); donc 


AD — AC-f-CD_g4-2 (p— </) — g {p~\-q)- 


Soient menées les droites BE , CF , perpendiculaires 
sur AO, d’où 

hE-=zsinp , CE = sinq. 


Tirons BC, OD, et du point I menons IR perpendicu- 
laire, et IM parallèle à OA, on aura, comme prop. 1 1 , 

. |K = l(BE+CF)o„ = î=£±îiî’, 

BM = i(BE_CF) 


Au point D menez à l’arc une tangente terminée aux 
prolongements des rayons OB , OA en G et H ; 

DH sera = tg AD = Ig - p-hç) > 

DG = tg DB = /g i (p—q)- 


Mais si l’on prolonge la corde BC jusqu’à OH, les Irian 
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"les semblables IKL, BMI, donneront 
IK: BM:: IL: IB, 

ou :: DH : DG, 

à cause des parallèles. 

Mettant pour ces lignes leurs expressions, on a 


sinp-\-sinQ sinp — sinq 1 , , 1 . 

■■ 5 (/»+?) = ô (P- 


?)• 


On peut supprimer dans le premier rapport les déno- 
minateurs, et l’on a (10). 

Remarijue. Les rormules fondamentales de la trigonométrie don- 
nent lieu à une inQnité de formules dérivées. Si l'on rencontre 
une de ces formules , auxquelles du reste on peut arriver de bien 
des manières , le plus simple est de les vérifler. A cet effet , si la 
formule ne renferme qu’un arc, on cherchera à réduire à une 
seule toutes les lignes trigonométriques qui y entrent. Par exemple 
soit 

1 

cosa= — 

i+tga.tg-a ' 


On exprimera d'abord (g a el tg en fonction de sina et de 


cos a; puis, si cela ne suffit pas, on éliminera le sinus ou le co- 
sinus au moyen de la relation sin’a-f-cos’a=:1. 


Ici 

d'où 


sin a 

'9a = —r. tg 


tga.tg 



1 - cos a 
sin a 

i—cota 
eot a 


(p. 18, r, f. [3]) 


Cette valeur substituée dans la formule donnée , il vient 


1 cos O 

cos a = = identité. 

1— coso cos o-t-1 — cos a 

1-1 

cos a 

Si la formule à vériOer renferme plusieurs arcs a , b, etc., indé- 
pendants l'un de l’autre , on réduira à une seule les lignes trigono- 
métriques de l'arc a, de même que celles de l’arc p, et la formule 
devra devenir identique. Telle est 
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ïin (a-^-b) sin (a—b) = sin‘‘ a— Jin’ b. 

Oo remplacera ici 

sin (a-i-b) par sin a cos b-hsinb cos a, 
et sin (a - b) par sin a cos b —sin b cos a, 

iToù sin (a+b) sin (^a-b) = sin‘‘a cos''b—sin^b eoj’a. 
éliminant les cosinus =sin‘a (1—siu’b) - sin'b (_i^sin'aj, 

= siioa—simb , 

ec qui rend la formule identique. 

Si les arcs qui entrent dans la formule ne sont pas indépendants 
les uns des autres, on les réduira an moindre nombre possible au 
moyen des relations qui les lient, et on se trouvera ramené au 
cas précédent. Soit 

tg a+lg b-i-tg c — tgatgbtgc avec a+iH-c — ISO". 


Delà c = 180-fa^-b), 

— Iga- tgb 

où ,gc=-tg(a+b)=^_^^^^^^ . 

Substituant dans la formule donnée , on a 


tga-i-tgb— 


tga+tgb 
i—tga tgb 


—'Iga-htgb) .tga Ig /^ 
i—tg a tgb 


Chassant le déuominalcur , oo a une identité. 
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LIVRE IL 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES RECTILIGNES 
ET SPHÉRIQUES. 


Pour rendre les considérations exposées jusqu'ici, ap- 
plicables à la résolution des triangles, il faut calculer au 
naoins une des deux séries de triangles dont il a été ques- 
tion à la déf. 1 du liv. 1. L’bypotbénuse de ces triangles 
est le rayon, les côtés de l’angle droit sont les sinus et co- 
sinus des angles aigus depuis 0° jusqu’à 90°. On suppo- 
sera provisoirement encore le rayon = 1 , de sorte que la 
question est de calculer les sinus et cosinus en supposant 
que les arcs croissent d’après une certaine loi : nous ad- 
mettrons, comme dans les tables de Gallet, que les arcs 
suivent une progression arithmétique, dont la raison sera 
10". Ce calcul est fondé sur les principes suivants. 

PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

Tout arc moindre quun quadrant est plus ^rand que 
son sinus et plus petit que sa tangente. 

Soit l’arc AB>\90°; tirez OA, OB, puis la tangente Fi,- lo 
AE de l’arc, et son sinus AD. Faites tourner la figure OAE 
autour de OE, afin de construire sa symétrique OEC par 
rapport à OE. La corde AC est l’arc ABC, qui est lui- 
méme AEC. Prenant les moitiés, on a 
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S6a 

AD <AB< AE, 
ou sina<C^ ^ 

Corollaire, Soit .1 un arc infiniment petit : le rapport 
du sinus à l'arc différera infiniment peu de l’unité. 


sina 


Car puisque im<i<^rt,ona 


sin a 


D’un autre côté t<ra^ a ou 

cos a 


d’où 


^ cos a. 


sina 


Le rapport est donc compris entre 1 et cos a; 

mais si l’arc est infiniment petit, 1 — cosa l’est aussi; donc 
diffère infiniment peu de 1, de sorte qu’on peut 


sin a 

fl 

poser 


sin a 


=zl — infiniment petit. 


Quant à ce que t — cosa est infiniment petit si a l’est, 
on remarquera que cela signifie qu’on peut prendre l’arc 
assez petit pour que le cosinus s’approche du rayon 
d’aussi près qu’on veut, ce qui est évident, puisqu’à tout 
cosinus, de quelque peu qu’il soit inférieur au rayon, il 
répond un arc. 


PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

La différence entre un arc moindre qu’un quadrant , 
et son sinus, est plus petite que le quart du cube de l’arc- 
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1 

sm - a ^ 

En effet, on a (pr. 1) ^ ^ - a. 

cos - a 


Multipliant par 2 cos'' , on a 


2 sin ^ a . cos ^a'^a. cos' ^ « ou ^ —sin' ^ ^ j 


D’un autre côté sin - a étant sin' - a 

<T - a’ et au contraire. 

4 

1 — sin' ^ a sera X 1 _ - 
2 4 


sera 


1 


Donc 2 sin - a cos - n ou sin a'^ al 1 — - a' 

2 2 V 4 


ou 


sin a ^ n — -- , 

4 


d f - * fl 

OU rt — sin a <T 

^ 4 

Corollaire. Nous avons maintenant pour sin a deux 

.... . 

limites qui sont a, et a — — , ce qui nous permettra de 

calculer par approximation le sinus de 10". 

A cet effet on a le rapport de la demi -circonférence 
au rayon, qui est 

7r= 3,14109265358979-t-... 

Cet arc contient 180°, ou 180x60' = 10800 minutes; 
il contient 10800x6 fois l’arc de 10"; divisant n par 
1(1800x6 = 64800, on trouve 
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arc de 10" = 0,00004 84813 


68ll0-t-(î... d< 


10' 


Augmentant le dernier chiffre d’une unité, on aura 
10" <0,00004 84813 68111. 


Pour avoir la seconde limite desin 10", il faut prendre 
« en moins, cl en retrancher ^ a’ pris en plus : on trou- 
1 29 

vera que 7 <T;r-. ; donc 

■4 ^ 10'-' 

oq 

• «n 10" > 0,00004 84813 68110 , 

^ lO'S 

ou > 0,00004 84813 68081. 


Voilà donc le sin 10" connu à moins de 30 unités dé- 
cimales du quinzième ordre. Calculons le cosinus en me- 
surant l’approximation. Soit a la limite supérieure, a 
la limite inférieure du sinus , limites qui diffèrent de 


30 


. On a 


cos 10" >1^1 — a’ et cos 10" < l/l -a'*. 


Si l’une de ces racines pouvait s’extraire exactement, elle 
donnerait le cosinus avec une approximation mesurée 
par ' 


V i_a'“ —1/ 1— a’ = 


a’— a ’ 


l/l_«'’-t-l/l— a' ’ 


quantité moindre que 


(a — a') (ct-f-a') 

2l/T_a’ 


et à fortiori que 


(a - a')2« 

— 7 , ou que 

21/1 

(a — d)a 


l/l -a’ 
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30 


Mais a— a' < jqTs : 


plus un calcul préliminaire 


prouve que — a 
sur le cosinus serait 


’ ^ 0,99 et comme a <T , l’erreur 

^ > 30.5 

0,99x10' MO’ 


ou 


< 


Mais on ne saurait 
1— a’. Cette racine, 


15 

99.10'7 ^ 10'9 

avoir exactement la racine carrée de 

1 

à près, en moins est 


0,99999 99988 24778 
nombre même exact à moins de ■ 

10'7 

En prenant ce nombre pour coslO", on commettra 
donc une erreur moindre que 

47 16 5 

10‘7 I0'9 ^ 10'® 

Donc sin 10" est connu à moins de trois unités déci- 
males du 14* ordre et cof 10", à moins de cinq unités 
du 16®. 


PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 


Calculer les sinus et cosinus de 10" en 10", pour le pre- 
mier quadrant. 

Il suffira de se borner à la moitié du quadrant ; car 
deux arcs tels que 45 °-|-ot et 45" — m , étant complémen- 
taires , on a 

sin (45"-l-m) =r coj (45" — m) 
coi(45°-f-m) — sin (45" — m). 
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Ce qui montre que, les sinus et cosinus étant calculés 
jusqu’à 45°, pour avoir le sinus d’un arc 4ô’-l-m plus 
grand que 45°, il suffit de prendre le cosinus de son com- 
plément 45° — m qui est 45°. De même le cosinus. 

Cela posé, les formules (1), (3) , p. 20, 1. t , donnent 

sin (a-J-5) = sinax^cos b — sin(a — b) 
cos (a-H/>) = cos a X 2 cos b — cos (a — b). 

Les arcs a — b, a, a-\-b forment une progression arith- 
métique dont la raison est 5; posons a— 5 = 1 , a = t, , 
a+5 = /,; nous supposerons d’ailleurs 6=10''; coflO" 
est un nombre connu que nous nommerons ^ ; il vient 

. sinl^ = 2(3 .sin t, — sint 

cost,= ‘2^. cos t,—cost. 

Si l’on fait ici < = 0, on aura /, = t0", t, = 20"; ces 
formules donneraient donc le sinus et le cosinus de 20"; 
posant ensuite t = 10", t, =20", on aura <, = 30", dont 
ces mêmes formules donneront le sinus et le cosinus. En 
général , connaissant les sinus et cosinus de deux termes 
consécutifs de la progression 0, 10", 20", 30", etc. t on 
trouvera le sinus du terme suivant en multipliant celui du 
précédent par 2(3, et retranchant celui du terme antépré- 
cédent. De même pour le cosinus. 

Mais comme 2(i est un nombre qui diffère très-peu de 2, 
on peut simplifier l’opération; nommant /f la différence 
2-2(3 , qui est égale à 0,00000 00023 50444 — etc., 
on a 2/3=2— 6-, et les formules (1) deviennent 
sint^ = 2«re t, — sint — ksint, 
cosl,= 2cost, ~cost — k cos t,. 

De là sin t,—sin l, = sint,— sin t—k sin t, (2) 

cost, — cos t, — cost, — cost — kcost,. (3) 

Lorsqu’on connaîtra la différence sin t , — sin t , il suffira 
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d’en retrancher ksint, pour obtenir la différence sint^ — 
sin t, ; à celle-ci on ajoutera sint, et l’on aura sin t,. Même 
série d’opérations pour avoir cost,. Les produits k sint,, 
kcost,, etc., sont plus simples à faire que '2^ sint,, 
2jScost, ; du reste, en prenant le facteur constant k pour 
multiplicande, on n’a qu’à faire une fois pour toutes les 

produits partiels /r, 2k, Zk, 9k; ce sont les seuls 

qui puissent entrer .dans les différents nombres 4* «int, , 
kcost,, etc. 

Le tableau suivant indique le progrès de l’opération 
pour le sinus, en nommant a le sinus 10". 


Arc«. 

Difl'ércnces des sinus. 

Sinus. 

0" 

0 

0 • 

10" 

a = â 

« 

20" 

a—-ka — d, 

ce-f-d, = a, 

30" 

di — ka, =■ d. 

a, -t-d. = a. 

40" 

etc. 

d» — 4-a, = da ! 

a, -f- ds — CC3 


Ainsi dans (2) posant t = 0, on a sint, — a; d’où 
sint, — sint, = a — ka = sin 20" — s/n 10". 

Cette différence a été nommée â, ; en l’ajoutant à s/n 10" 
ou a, on a le s/n 20", qui a été nommé a,. 

De la différence d, =sin2Ô" — s/nlO", on retranche ka, 
ou 4 s/n 20"; le reste d. — ka, a été nommé d, : c’est la 
valeur de s/n 30" — s/n 20"; en y ajoutantes, ou s/n 20", on 
trouve s/n 30" représenté par a, , etc. 

A ce tableau , qui dans l'application ne contiendrait que des 
nombres tout calculés , il faudra ajouter une quatrième colonne 
contenant la mesure de l’approximation sur chacun des sinus dé- 
signés par , », 

3 

Quant à celle qui est- relative à », elle est — , . 

10 ''* 
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Sur P elle est — r. 

10 '*' 

Pour mesurer les erreurs suivantes, nons nous servirons des 
Tormules ( 1 ^. 

g 

Soit cos 10" = 8 -i-< , i est < — r. . Soit « = n.lO". 

10 ’ 


Soit stn ( = , «a ('tant la valeur approchée en plus de tin i ; 

tin «1 = *,^^., +«„+., *„ 4 -, éUnt la valeur approchée en moins 
destnt,. 

On a tint, = «»n-+-s„ 

- 2 p;t„+,-<»„-+- 2 ts<nl.+ 2 ps„ 4 .,-t- 8 „. 

1 

La partie 2p<*„^,— «*n est celle que l’on calcule à J 075 près; la 
limite de l’erreur sur tint, est donc 


ou 


24 sin ti+2ps„+,-Wn+ — Tî 
. . 10 

l-t-sin , „ ' 

8,^..= - .^,5 t-2p8„+,-t-8n. 


Or, quand même elle ne serait que 2p8„^, , au bout de 101 
opérations à partir de stn 10 ", elle serait devenue 


(2P)‘oo 



Car on aurait 


8,=2p. 


,_3 

10 


■ 4 


83 = 2 p. 8 , 


8,0. =2^8,0 


«,o.=(2 pr°”x— 4 

et comme 2p >1,9, on a (■ 2 p;'”'’>fl, 9 /'>‘’> 10 >« et e,„, > 3. 10'4. 
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Par luUo on ne (aurait affirmer que la formule peut lervir à 
aller jusqu’à »ml000" = iin(l6'-+-40'',. 

Pour yériflcation , on peut calculer directement les sinus et co- 
sinus de 9 en 9°, même de 3 en 3". 

En effet, le c6té du décagone régniier inscrit soustend un arc 
de 36’’ : il est donc double de sin 18“ : représentons ce sinus par 
X; le côté du décagone sera 2x mais ce côté est le plus grand 
segment du rayon divisé en moyenne et extrême raison ; le rayon 
étantl, l'un des segments 2c , l'autre sera 1 — 2x, et on aura Iq 
proportion 

i : 2x : : 2x : 1 — 2x , 

d’où 4x’ = t— 2x , 4x’-t-2r— 1 =0 



La racine positive est le sinus de 18“; donc 
sin 18“ — cos72* 


Delà cojl8'’=:t/l -siii’l8 = j,/ 1— ^ 

— il/ 10-1-2 y/5 = lin 7«“. 

4 

Au moyen des formules f3) , (1) , p. 12, où l’on fera a = 18*, on 
trouvera 

lin 36" COI 54“ = \ ^^10— 2l/5 
4 

COI 36" lin 54° = ^ (l-t- |/i). 

On peut trouver maintenant iin9“, coi 9°, iin27“, coi27". A cet 
effet, dans les formules (2), p. 14, I. 1, on fera successivement 
n = 18, 0 = 51, ce qui donne 

■ iin9' = coi8t»= * /^3-t-l/5 — J /"5-I/5 

COI 9 ’ = iin 8 l" = i / 3+V5 -f- i /s- 1/5 
4 4 

24 
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5<n27«=coj63«== ^^^54-J/5 

eot 27” = iin63° = - ^^5+ 1/ 5 ; ^3~ V ' 5 

4 4 

Oo a aassi am45“ = coï45"= - |/45. 

Eninite iin30*' = coj60'‘= r 

* ^ 

»in 60*= cos 30”= 2 ^^^^ 

Pour avoir sin3°, dans la formule qui donne tin{a—b) on fait 
a = 30”, 6 = 27”; on trouve 

stn 3” = sit> 30“ cos 27“ — sm 27“ cos 30“ 

=: î 5+V^5-t- i 0 -t- 2 V/iV *- •/ 6 - 21/5 

= cos 87“. 

"De mémo cos 3“ = cos 30“ cos 27— sin 30“ sm 27“ 

= 1 1 / iO-f-2 V/5 + 1 6-2 1/5 - 

Les sinus et cosinus i^c 6" se déduiront de ce que 6“=36" — 30“, elc. 
Du reste, comme dans les tables Irigonomclriques on ne place 
que les logarithmes de ces nombres, il faudra aussi calculer ces 
logarithmes. 

L’usage de supposer le rayon = 1 n’a pas prévalu dans 
la construction des tables , et ce par une raison assez in- 
signifiante : on y a supposé le rayon = 10'“; or, si dans 
i’bypothèse de r=t , on a par exemple 
sin a = m, 

en rétablissant le rayon, on aura (1. l , p. 8) 

sina = rm et log sina=.lo^ r-\-logm. 

Dans le cas où r=10'“, on a /ogr= 10; il faudra 
donc ajouter dix unités entières à cbat|ue log sin ou log 
cos déjà calculé. 
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(.CS logarithmes des tangentes se déduisent facilement 
de ceux des sinus et cosinus. Car on a 

rsina 


d’où log tga~ log sin a — log cos 0. 

Quant à la cotangente, puisque cota=. , on a 

tga 

log col a = 20 — log Ig a. 

Les tables ainsi calculées fournissent les moyens de 
trouver par approximation les logarithmes des lignes tri- 
gonométriques relatives aux arcs autres que ceux qui sont 
compris dans les tables mêmes, et réciproquement. 

A cet effet , les tables donnent les différences entre les 
logarithmes successifs des sinus, cosinus, etc. S’il s’agit, 
par exemple, d’avoir le/og«'ral6° 32', 28", on cherche 
dans les tables celui de 16’-32' 20", qui est 9,454 3367; 
la différence est 709. Cela posé, on fait la proportioh 
10" : 8" :: 709 : x , la valeur de x, ajoutée au log. sin. ta- 
bulaire, on trouve /ogfm 16” 32' 28" =9,4543924. 

De même, supposons qu’on donne /ogiwa=9,0567650, 
et qu’on demande l’arc a. 

On cherche dans la table le log. sin. le plus approchant 
en moins de celui qui est donné; c’est 9,0566218 qui ré- 
pond à 6" 32' 30", et dont la différence avec le logarithme 
donné est 1432; la différence tabulaire est 1836 et corres- 
pond à 10"; on fera la proportion 

1836 ; 1432 : 10"; ,r, d’où a; = 7",8 
et «=6”32'37",8. 

On voit donc que l’on regarde les différences des arcs 
comme étant proportionnelles à celles des logarithmes des 
lignes trigonométriques. 

2 /|. 
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Pour reconnaître Jusqu'à quel point cette proportion est exode, 
nous nous fonderons sur les résultats établis dans notre Algèbre, 
liv. 3 , p. 30-33. Nous remarquerons d’ailleurs que les tables de 
Gallet renferment une partie où les arcs croissent par unités do 
seconde ; cette partie ya de 0" à 5° pour les sinus et tangentes. 

1" Soient n , n-l-d . n+2d n-l-md n-t-id des arcs en 

progression arithmétique. La différence seconde des sinns est , 
pour les trois premiers, 

tin (n+2d) — 2sin (n+d) + sin n. 

Mais sin(n-t-2dj +sinn = 2sm;n-t-d).cosd (for. 5, p. 20, 1. I). 
Donc la différence seconde devient 

— 2sf n (n- 4 -d) (1— cos d) ou -r-4tin’ ^ d.sin(*H-d).,. (p. 13) 

La différence seconde est donc négative, de sorte que les dif- 
férences premières décroissent : nommons s, s + d, . s-f-d,, 

s-t-din s-l-di, les sinus respectifs de nos arcs . les 

valeurs absolues des différences secondes, on aura , comme Alg., 
p. 31,1. 3, 

dv = lid, — (fc— l)rt,— {*-2)«,- ... — 2 

Comme pbacundes x,, etc, est moindre que 4sm’^ d, on trouve 
que la partie négative de ds est moindre , arithmétiquement , que 
il ) 1 fc’d’ 

4sin’- d I (fe --l)+(lî-2)...-l-3-f2-t-l | = 2*’$iV ^ d < -^ . 


48482 

. Si Ad est l’arc de 1”, on a Ad < ; si kd est 10 ", on a 

10 '° 


4.S482 

kd< 

10 ® 

Puisque dj est en général moindre que Ad, on peut représenter 
le sinns (n-4-Ad) par i-t-fcd, — *, et sinus (n-t-md) par s-t-md, — ,« ; 
k>d’ 

^ et » étant >0, mais <— ^. 

Représentons les tog sin par 

i.i-t-A,, l-t-A,,... J-Him ,... f-l-Ak 
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Il a élé prouvé (Alg.,\. 3, p. 31) que li l’on fail lei différencas 
àm , des logarUbmea proportionnelles à kd,—K. on 

coiumel sur Am une erreur positive moindre que 



Soit et cette erreur; on a donc 


md,—u m . m-.—ku, 

Am = Ak+v = - 


kd,—K 


On reconnaîtra ici, comme en Algèbre , que est>0; 

tn 

d où Ion voit qu’en prenant A^ pour Am , c’est-i-dire qu'en 

prenant les diftérences des log sinus . proportionnelles aux diffé- 
rences des arcs , on commet sur Am une erreur positive moindre 
que 

mn ^ K 

A -h;i < 7-; 


k kd,—x) 


kd, 


Mais 


d’où 


Aj = log lin (n-+-kd) — log tin n = log . -■!* . 

ïin n 

kd,—x=:tin(n-^-kd)—tinn; 

^ , /'linn-i-kd — / kd,—K\ 

= )=log(i-h- - — ). 

\ iinn / 'V itnn / 


kd — tr 

D’après la p. 30 , 1. 3, Alg.. ceci est plus petit que — ! — ^ ; donc 

2*m n 

l’erreur totale est 

X 

I ^ 2sinn **"* ’ 

ou , vu les limites de x et de « , et en nommant ^ l’erreur, 

< / 1 N 

.9 < 2 Hcol’n ) , 

4 V sm n / 

limite qni diminue si x augmente. 

Pour la partie de la table où les arcs croissent par secondes , on 
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48483 . 1 . , . 588 

fera kd< , d ou - < ; ; si les arcs croissent de 

10'° ^ 10‘‘ 

48482 I 588 

10" en 10", oD fora kd < , d'oii _ k’U' < . On trouyo 

a 4 a** 


de 10" à 15", 

&< 0,00251 del' 

à 5', 

•^ < 7 : 10-' 

20" 

0,00114 

10' 

28 ; 10' 

25" 

0,00063 

30' 

71 : lO** 

30" 

0,00041 

l* 

23 : lO’’ 

40" 

0,00028 

1° 

30' 8 : 10* 

50" 

0,00016 

5“ 

6 : 10» 

1' 

0,000101 




A partir de 5», on a â < ■ d’où 

10” V jinn / 


de 5“ é 9“ 

■& < 9: 

10* de 45» é 

54», 

^ < 15 ! 

; 10"' 

18» 

3 : 

10* 

63» 

11 : 

;10'° 

270 

8 : 

10» 

72» 

9 

:10'° 

36* 

4: 

10» 

90» 

7 : 

10'" 

45° 

22 ; 

10'° 




11° La limite de l'erreur 

■ qui affecte le log 

. lin. 

d'un are donné, 


(AJj., I. 3, p. 31) ^^-1- S-; si l'on nomme < la partie posiliTe ou 

négative négligée dans le calcul des différences, on peut prendre 
1 

pour limite — toutes les fois que la valeur algébrique de .8+.* est 

<g(0, 1)’. (V. Alÿ.,1. 3,p. 31). 

III* La limite de l'erreur qui affecte l’arc dont le log. t\n est donné. 
H-2.Î 

est" - +Ai, en supposant que les arcs croissent par secondes, 

que A soit la différence tabulaire , et A, le module de la partie né- 
gligée dans le calcul des différences. Ici le numérateur, ainsi que 
le dénorainatenr sont rapportés à l'nnité décimale du septième 
ordre. 
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Ayant suiii de prendre ^ en plus et A en luoins, 

on trouve 

de 10' à 15" , 

l-f-23 

— T— < 0 ',09 de 10' 

2A 

à 20' 

0",003 

20 " 

0",05 

30' 

0,0012' 

25" 

0' ,04 

1° 

0,0011 

(6) 40" 

0",03 

2° 

0,001 

1' 

0',02 

3° 

0,0014 

5' 

0",006 

5° 

0,003 

10' 

0",004. 




On s'expliquera la marche de ces résultats en remarquant que 
jusqu'à 1° le numérateur 1+2^ décroît rapidement, tandis qu'au 
delà il reste presque invariable, au contraire de A , qui continue 
de décroître assez vite. 

Au-dessus de 5°, les arcs croissant de 10" en 10", on remar- 
quera que , dans la proportion des dilTërences, A, dilTérence ta- 
bulaire, devra être divisé par 10, ou, ce qui revient au même, 
dans chaque proportion le terme 1 se remplace par 10. La limite 


de 

.. . . 

I crreur est donc — 

2a 

10-HA. 

54-10^ 

= ' ' H- A,* Dans 

A 

ce cas 


de 5° à 20» 40', 

54-10 > 

de 72» à 81° 

0'',15 


27» 


0,013 

85» 

0,27 


36» 


0,02 

86» 

0,4 

w 

45» 


0|03 

87° 

0.5 


54» 


0,04 

- 88» 

0,7 


63° 


0,05 

88° 30' 

1'.' 


72° 


0,08. 




Au delà de 88° 30' les secondes deviennent incertaines; an delà 
de 89° 59' les dizaines de secondes te sont, comme la table le 
prouve. 

Dans tous les cas X, est arbitraire; quand on lui aura assigné 
une limite, les tableaux précédents mesureront l'approximation 
de l'arc. 

IT. Passant aux tangentes , on a log. tga = lO-t-toj;. (t'na — log. 
eos a = 10-t-lOÿ. tin a — log. tin ( 90— a ). Soit ^ la limite de l'er- 
reur commise sur log. tina, â' celle de l'erreur qui affecte log. 
tin (90° - aj ; V celle de l'erreur sur log. tga; s sera moindre que 
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la plus grande des quantités ; or, dea = o«, à o = 45 , l are 
90»-a est >a; donc d’après le taldcau (a), 5> •?'; c’est le con- 
traire de 45° à 90°. Ainsi de 0° à 45°, on est certain queixS-.e! 
de 45° à 90°, on a «< .9'. 

D après le tableau (a), qui renrenne les limites de ^ et S', puis- 
qu’il Ta jusqn’à 90°, on a donc 


15' 1 : 

< 0,00251 

de 5° à 9° T 

< 9 : 108 

SO" 

0,00111 

18° 

3 : 10» 

25" 

0,00063 

27° 

8: 109 

30" 

0,000 il 

36° 

4 ; 109 

40" 

0,00028 

54' 

22: 10" 

50" 

0,00016 

63° 

4: 109 

1' 

0,000101 

72° 

8 : 109 

5' 

0,00007 

81» 

3 : 10* 

10' 

28 : 107 

85° 

9: 108 

20' 

71 : 10« 

88° 

6 : 107 

30' 

23; 10» 

80» 

3 : 106 

1° 

8: 10» 

89° 30' 

8: 106 

1°30' 

3: 10" 

89° 59' 

0,0101 

2° 

9 : 10!) 

89° 59' 

50" 0,251. 

5° 

6 : 10!) 




Puisque est la valeur do -9 pîur 90°-o, il s’ensuit que, par 
exemple, pour a = 72» on a pris la valeur de 9, qui répond i 
90«-72° ou à 18°. En outre , depuis 85° à 90°, on a pris les valeurs 


de 9, de 5° à 0, mais on les a multipliées par lOO, puisque - 

4 

... 588 588 

non rr— . 


V° La Hmil» de l’erreur du log. tg. d'un arc donné est 1 : t07-f-e ; 

1 

SI s-M < - (0, 1)7, la limite est (0, 1)7. 


VI° La limite de l'erreur de l'arc répondant à un log. tg. donné 


est 


H-2i) 

2A' 




, de 0° à 5°, et 


5-l-lOs 

-+-7i , , de 5° à 90° ; A' étant la 
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difr rence tabulaire, A, comme au 111°; b-f-lOi, et A' font encore 
rapportés i riinité décimale du septième ordre. 

Josqu'à 20^40', A' ^est ou égal à A, ou lui est supérieur, et comme 
aussi » = on aura jusqu'à 20' 40' le tableau (b, pour l'erreur. 
Ensuite 

5+10., 




24° 30', 

^T-<0',01 

89° à 89° 30' 

0,07 

27° 

0,01 1 

89-_40' 

0,1 

63» 

0,013 

89° 50' 

0,2 

85’ 

0,011 

89° 55' 

0,4 

88° 

0,03 

89’ 59' 

5 ' 

89° 

0,05. 




Au delà les dixaiiics de seconde deviennent incertaines. 
Quant à ' , , mémo observalioti qu'au III”. 


PROPOSITION IV. 


THÉORliME. 


Pans tout triangle rectangle un côté de l’angle droit 
est égal à l’hypothénuse multipliée par le sinus de l’angle 
opposé à ce côté. 

Soit ABC le triangle^ A l’angle droit. Du point B, Fig.it. 
comme centre avec le rayon BC, dérivez l’arc CD, mesure 
de l’angle B : le sinus de l’arc CD sera AC, et le sinus de 
l’angle B sera le rapport de AC au rayon BG ; donc 


sin B = 


BC’ 


ou AC = BC. sin B. 


Nous indiquerons dorénavant les côtés par les lettres 
placées aux angles opposés, mais en prenant pour les 
côtés de petites lettres. Ici doncBC = a, AC = 3, AB =c. 

Par suite b=.asinK (I), 

Corollaire. On a de même 

c — a sin C ; 


Digilized by Coogle 


3^8 TRICOMOMÉTKII'. 

coromeB = 90"— C, et queC = 90‘— B, il s’ensuit qu’on 
a aussi b — a sin (90 — C) a cos C , • (2) 

« M 

c = a sin (90‘ — B) = acos B , 

c’est-à-dire que dans tout triangle rectangle un côté de 
l’ani’le droit est égal à l’hypothénuse multipliée par le 
cosinus de l’angle adjacent à ce côté, ce qu’on peut dé- 
duire de la figure. 

Si l’on divise la formule (1) par (2), il vient 


d’où 


b sin B 
c ~ ~ ’ 


b = ctgü. 


Ainsi dans tout triangle rectangle un côté de l’angle 
droit est égal à l’autre, multiplié par la tangente de l’angle 
opposé au premier côté , ce que la figure prouve aussi. 

Remarque. Nous avons ainsi les formules. 

b=zasinH, c~asinC, b = acosC, 

(ce) c=.acosB , b — c tgB, c=.btgC, 
et enfin a' = é’-f-c’. 


Ces formules suffisent pour résoudre tous les cas du 
triangle rectangle. 

En effet, ce triangle renferme les cinq éléments a, b, c, 
B, C : Connaissant deux de ces éléments, pourvu que 
l’un au moins des éléments connus soit un côté, on doit 
pouvoir déterminer les trois autres. Ainsi, il faut con- 
naître des relations entre ces éléments pris trois à trois : 


le nombre de ces relations est 


Ô.4.3 

1.2.3 


= 10; mais il faut 


en exclure celles qui renfermeraient les angles B , C avec 
l’un des trois côtés a, b, c. Car de pareilles relations seraient 
propres, soit à déterminer un côté en fonction des deux 
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aiigle.sB, C, ce qui est iinposible, ou à déterniinei' l’un 
(les angles B, C én fonction d’un côté et de l’autre angle, 
ce qui n’a pas lieu, puisque la relation 90 " = B-|-C dé- 
termine l’un des angles lorsque l’autre est connu. Des dix 
relations il n’y en a donc que sept qui existent , et nous 
les avons dans les formules («) 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés. 

Soit ABC le triangle : de l’un des sommets , A, menez Fig. 12. 
AD perpendiculaire sur le côté opposé BC. Si elle tombe 
dans le triangle; à. cause du triangle rectangle ABD, on 
aura (prop. 4 ), . , 

AD = AB . sin B = c sin B. 

De même dans le triangle ADC 

AD = kCsin C=bsinC; 
égalant ces deux valeurs, il vient 

csinli = bsinL, d ou -i — - = , - , et de meme = — . • 
sin (. jm B sin A 

Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle , le Fig. 13. 
triangle rectangle AGI) donne 

AD ~ AC . sin ACD ; 

mais l’angle ACD est le supplément de ACB ou C ; donc 
ii're ACD = sin C , et AD = b sinC; d’ailleurs AD = c«'mB, 
d’où encore , etc. 
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PKOPOSITION VI. 

, THKORÈMe. 

Dans tout triangle le carré d’un côté est égal à la 
somme des carrés des deux antres , moins le double pro- 
duit de ces derniers côtés, multiplié par le cosinus de 
l’angle compris, c’est-à-dire que 

a’ = — 26c cos A . 

l'ig. 12 . En effet, soit ABC le triangle; d’un sommet A menez 
AD perpendiculaire sur le côté opposé BC; si AD tombe 
dans le triangle, on a 

a ou BC = BD-l-DC. 

Mais les triangles rectangles donnent (p. 4 , c.) 

BD=:ccoiB , DC = 6cofC, 
donc (t) « = c coi B-f-6 COJ C. 

Fi|r. 13. Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle, on a 

a = BD— DG. 

Ici encore BD = cco«B, mais DC =6coj ACD; or, 
l’angle ACD, supplément de ACB ou C, donne cc^ACD 
— — cosC; donc DC= — bcosC , et l’on a encore 
a=c oiB+6 COJ C. Changeant 6 en a, B en A , et récipro- 
quement, (I) donne 

(2) b = ccos k-\-acosC. 

Changeant iéi C enB, c en b, et réciproquement, on a 

(3) c 6 cos A-l-a cos B. 

Actuellement si, après avoir multiplié (1) par a, (2) 

par b, (3) par c, on retranche de la première la somme 
des deus dernières, il vient 

a’ — 6’ — c’rz — 26ccoj A, 
d’où (4) a’ = 6’-l-c’ — 26 ccojA. 

Ce qu’il fallait prouver. 
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flemarqu». Celle formule (4), par de» permulalions de lollres, 
donne immédialement 

(5) 6’ = a’-+-c’— 2accoj B, . 

(6) c* = 6’-l-o’— 2a6coiC. 

Ces Irois formulcg, fournissanl Irois relallons eiilre les sis élé- 
nicnls a, b, c, A , B, C, doivent à elles seules suffire pour résoudre 
lous les cas du triangle , puisque trois de ces éléments étant donnés, 
on aura trois équations pour trouver les trois autres. Ces formules 
doivent donc renfermer les relations démontrées prop. 5. 


En effet (4) donne eosA = -rr , 

2vC 

d'où 

(b'+e'—a')^ 46’c’— (é’-t-c’— o*^’ 

4é’c’ 46’c' 


sm* A = 1 — cos’ A = 1 • 


Le numérateur étant la différence de deux carrés, se décom- 
pose en facteurs : ainsi 

. C26c-t-i’-t-c’— a’) f26c -6’ — c’-4-a’j 

45’c’ 

Le premier facteur 2éc-l-i’-l-c’— a’ est égal à (6-t-c)’— a’,- le se- 
cond à O’ — (6-cJ’/ chacun de ces fadeurs se décompose d'aprég 
le même principe, de sorte que 


V 


ifn’ A 


(6-l-c-l-a) (bi-c—a) (o— iH-c) (n-f-6— o) 
46’c’ ' 


Actuellement on reconnaît que le numérateur ne change pas si 
•’on change a en b et réciproquement, on a en e et réciproque- 
ment ; mais si l’on divise de part cl d’autre par o’, le dénominateur 

devient aussi une fonction svmélrique de a, 6, c; donc— ^ et 

a’ 

• stn A 

par suite — , est également une fonction s^’inétriqiie de a, b. 

s*n A 

c. c est-à-dire que la valeur de — — ne change pas si l’on y change 
les a en b ou en c; donc. 


sinA sinB smC 

U b c ' 


Bemarque 2. Les formules .4 , (5 , (6), ou bien (i), f2 , .dis- 
sent a. b, c indéterminés si l’on se donne les trois angles A , B, C 
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il’un triangle. En effet , éliininona c entre (3) et (2), et pour cela 
multiplions '3) par coi A et ajoutons>le à ; il vient 

6 = 6 coi’A-i-a Ccoï C-4-COS A COJ BJ ; 
transposant b eot' A , et rcmarqaaul qnc b—beof' A=b fl — eoi'A) 
= 6sfn’ A , on a 

6>m’ A=o (cos C-hcos A cosBj. 

Si de^mème entre (3) et d) on élimine e. on aura une relation 
qu'on peut déduire de la précédente en changeant les b en a et ré- 
ciproquement , puisque (1) se déduit de (2) par ce changement qui 
n'altére pas (3j; donc 

a lin» B = b (cos C-l-coi A cos B). 

Ces deux équations déterminent toutes les deux le rapport - ; si 


les deux valeurs de ^ sont égales, il y a accord et indétermina- 
tion ; sinon , les trois équations (3^ sont impossibles quant 

a 

a la question actuelle. Egalons donc les râleurs do ^ ; il vient 


COI C-l-coj A COJ B lin’ .A 

lin» B COJ C-t- COJ A cot B ’ 

de là l'coj C-l-coj A cojB/^ = sin’ A Jtn’ B, 

puis cojC-f-cojA COJ B = ±JinA jinB, 

d’où cos C =; — cos A cos B-|-jin .4 jin B == — coj ( A-|-Bj, 

ou bien cojC = — coj A cos B - jtnA sinB = - cos (A— B). 

Le premier cas exige que l'angle C soit supplément de A-i-B; le 
second exige que C soit supplément de A— B; mais si A, B , C sont 
les trois angles d'un triangle , la première condition est remplie. 
Donc aussi a, b. c sont indéterminés. On a d’ailleurs trouvé 
a Jin’A , „ 

. = r — ; mais on a cosC=—cosA cos B-t-smA JinB : 

b COJ L-l-coj A COJ B 


a jin A 

substituant , on retrouve la relation connue ■■ H : — - , ou 

b jin B 

a b 

sin A Ji’n B 
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PKOPOSmON VII. 

FROBLÈMC. 

Résoudre un triangle rectangle, connaissant l’hypo- 
iliénuse a et un côté de l'angle droit b. 

Le second côté de l’angle droit c est donné par la re- 
lation , 

c^=à' — — (a—b') (a-\-b), 

en logarithmes loge — ^ \log (a — b)-{-log (a+A)]. 

L’angle B se trouve par a sin B = A ; (pr. 4) 

rétablissant le rayon (b 1 , pr. 8) nsin\i — br, 
d’où /og iin B 1 0 -f- log b — log a ; 

car dans les tables r=: 10'". D’ailleurs C = 90* — B. 

PROPOSITION VIII. 

PROBLÈME. 

Résoudre le triangle rectangle, connaissant b, c. 
b 

On a (pr. 4) tgB = - rélablissant le rayon 
br „ 

' — — )d’où /og/gB:=10-|-/og6— /ogc. 

C = 90— B. 

Pour avoir l’hypolhénuse, on pourrait se servir de la 

relation a — Vo^-{-c'. Mais il est plus commode d’em- 
ployer la formule a sin B — br, d’où 

log a -=z 10-f-/og^ — logsin^. 
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PROPOSITION IX. 

PROBLÈME. 

Résoudre le triangle rectangle, connaissant l'hypothè- 
jutse a, et un angle aigu B. 

On a 0 = 90»- B. 

• r. . 1 I af/«B 

La formule a sino — or donne o — , 

r 

d’où logb = loga+logsinR — 10; 

(le même logc = loga-^logsinC — 10, 

on =z log a-j-log cosR — 10. 

PROPOSITION X. 

PROBLÈME. 

Résoudre le triangle rectangle connaissant un côté de 
l’angle droit b, et un angle aigu B. 

On a C = 90“-B. 

br 

L’hypolhénuso csl donnée par 

d’où loga=.\Q-\-logb—logsinR, 

le côlé c par b = ctgR on br — ctgR, 
d’où logc—\R-^logb—logtgR. 

Remarque. Les quatre problèmes prcccdenls renferment 
tous les cas que présente le triangle rectangle. En effet 
puisque parmi les données il faut qu’il y ait au moins un 
côté, on peut se donner ou deux côtés, ou un côté et un 
angle. Si l’on sc donne deux côtés, il y a deux cas, selon 
qu’on se donne soit l’hypothénuse avec un côté de l’angle 
droit, soit les deux côtés de l’angle droit. Que si l’on se 
donne un côté et un anglq, comme cet angle fait con- 
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nallre Tautre, il n’y a encore que deux cas, selon que le 

côté donné est l’hypolhénuse ou noiju Cela fait les quatre 
cas traités. 

PROPOSITION XI. 

PROBLÈME. 

Dans un triangle quelconque on connaît un côté a , et 
deux angles, trouver les autres éléments. 

Quels que soient les angles donnés, on trouvera le troi- 
sième par la relation A-f-B-i-C = 180°. 

Quant aux côtés b, c, on a (pr. Ô) 

a _ b c 
sin A . sin B sin C ’ 

d’où ^_ asinB ^_ asinC 

sin A. ’ sin A 

Ces formules éunt homogènes par rapport aux lignes 
trigonométriques, le rayon y disparaît si on cherche à le 
rétablir. Elles donnent 

log b = log a-\-log sin B — log sin A — 
logari-log sin B-f-comp. log sinA — tO, 
loge — log a-\-log sinC — log sin A = , etc. * 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. 

Connaissant deux côtés a, b, e/ l’angle A opposé d l’un 
d eux, trouver le côté c, et les deux autres angles. 

On aura l’angle B par la formule 

a : sin A : : ô : sin B , d’où sin B = - ^ , 

a 

et log sin B = log b-^-log' sin A— log a. 

L’angle C est égal à 180“— (A-f-B) 

2Ô 
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Quant au côté c , on sin A. : sinC:: a : c — 


a sin C 


sin A 

ou logc = loga-\-logsinC — logsinh. 

Comme l’angle B est donné par son sinus, le problème 
n’est possible qu’aulant que ce sinus n’est pas plus grand 
que le rayon. Il faut donc que 

b sin A 


I , d’où b sin A 


Or, si U est ^ ^ aussi ^ b sin A , et le triangle 

est possible, ce qu’on sait par la géométrie (Géom., I. 2). 
Fig. U. Mais si a il peut se faire que a soit aussi<[[ô«in A, 
et le triangle est impossible : si du sommet C on abaisse 
CD perpendiculairement sur AB, on trouve CD = AC. «’reA 

=: b sin A : il faut donc que o ^ CD, c’est-à-dire que le 

côté BC ne soit pas moindre que la perpendiculaire CD. 
Tous ces résultats sont connus. 

A un sinus donné répondent toujours deux angles sup- 
plémentaires l’un de l’autre : ainsi l’angle B, s’il n’est pas 
droit , a deux valeurs , l’une 90“ , l’autre ^ 90“. Dans 


le cas où a ^ ô, l’angle A doit aussi être ^ B; donc B 

ne saurait être obtus , et c’est la première valeur qui con- 
vient. Mais si a<^b, l’angle B peut être obtus, et le 
triangle, supposé possible, admet deux solutions, excepté 
toujours le cas où B est droit. 

Considérant le cas où le triangle admet deux solutions, 
nommons m l’une des valeurs de B, l’autre sera 180 — m; 
on a donc aussi deux valeurs pour C , savoir : 


C= 180-(A-f-m), 

C= 180— (A-l-180 — /n) = m — A. 
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On aura aussi deux valeurs pour e, savoir^ 

a«’n[180 — (A+m)] a jm (m-t-A) 

sin A 
■ asin(m — A) 

C — . : 7 1 

sin A 

a sin (m+A) 
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sin\ 


ou 


sinX 


(m) 


La formule (4), pr. 6, peut aussi servir à calculer c; 
elle donne 

(a) c' — 26ccofAH-3* — a’ = o, 

d’où c — bcosX±y^ b'cos' X — i’-f-a’; 


mais 6’ cos' X — b' — — b' (1 — cos' A) = — b' sin' X , 
donc c — beos X±y a' — b'sin'X. 

Pour que ces valeurs de c soient réelles , il faut que 
a' ^b'sin'X, comme ci-dessus ; pour qu’elles fournis- 
sent deux solutions, il faut de plus qu’elles soient posi- 
tives : l’équation (a) montre que la condition nécessaire et 
suffisante pour cela est b' — a'~^o, ou a <^b, ce qui est 
d’accord avec la discussion développée plus haut. 

La valeur de c, qu’on vient de trouver, est peu com- 
mode pour le calcul logarithmique : en effet, pour la mettre 
en nombres, il faut chercher les logde a, b, sinX; dou- 
bler log a, et chercher le nombre correspondant , qui sera 
a'; ajouter log b et logsinX, doubler la somme, ce qui 
donne logb' sin' X , et chercher le nombre correspondant, 
qui sera b' sin' X ; retrancher b' sin' X de a', prendre le lo- 
garithme du reste, le sons-doubler à cause de la racine, 
chercher le nombre correspondant, et l’on aura la valeur 
du radical. Reste encore à prendre le logeosX, pour l’a. 
jouter à logb, chercher le nombre correspondant, qui est 
beos A. Dans tout cela il y a , de compte fait, 9 opérations 

2 5 . 


Digilized by Googif 



588 


TRIGONOMÉTRIE. 


logarilhmiques, cl 8 addilioiis, souslraclions, multiplica- 

"* 1 . 

lions par 2 cl par - , si t’on compte les opérations indi- 

quées par ±. On peut réduire le premier de ces deux 
systèmes d’opérations à 8, le second à 7, en décompo- 
sant a’ — é’fiVÂ en (a-j-Asm A) (a— 6 fin A). Mais au 
moyen d’un angle auxiliaire, et des transformations trigo- 
nomélriques , on peut d’abord réduire les deux termes 
«’ — A'f/n’A à un seul. On a 


... f , b'sin'M 
a‘‘ — A’fin’A = a’i 1 


) 


Comme 


b sin A 


doit être 1 , on peut le considérer 


comme le sinus d’un angle ç», qui sera donné par la re- 
lation 

b sin A 

ift) ^'” 9 =— — 


et il vient 

fl«_6’jin’ A = a’ (1 —sin''(p) ~ a'cos^q>. 

Donc c = bcosK±.acos 

La relation (0) donne b= substituant dans 

'' ' fin A 


l’expression de c, on a 

a sin (D cos k sin w cos h. ± cos œ sin 

c = r—, ± cos tp = a c ; — r 

fin A ' sin A 

a sin {(p ± A) 

fin A 


Pourcalculcre par celte formule, il faut d’abord calculer 
(p, ce qui exige quatre opérations logarithmiques et une 
addition. Les deux valeurs de c exigent trois nouvelles 
opérations logarithmiques et trois additions ou soustrac- 
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lions. liy a donc avantage. Du reste, la valeur de (p n’est 
autre que celle de B, les valeurs de c sont celles qu’on 
a trouvées ci-dessus (ni). 

PROPOSITION XIII. 

PROBLÈME. 

Dans un triangle on connaît deux côtés a, b, et l’angle 
compris C; trouver c, A, B. 

On a, entre ces inconnues A et B , les relations 
AH-B-|-C =180 sinK : sin B : : a\b. 

D’après la première on connaît 
A-+-B = 180-C. 

Si l’on connaissait A — B, les angles A et B seraient fa- 
ciles à trouver. 

Posons donc A — B = x. 

Delà A = 90-5 Ch-1æ:,B = 90-5C-5X. 

Si dans sin A : sin B a : 3 

on substitue les valeurs de A et B, on a l’équation à une 
inconnue 

développant ( cos — C cos 5 x + sin — C sin x ^ ^ .6 = 

\ ^ A À ' Z j 

( 1 r * ^ r ^ 

I COJ - Kj cos —X — ■f'” 2 ^ 2 ^ ’ 

d’où 

(a-j-b)sin - x.sin xC= cos - Ccoj- x.(a — A), 

Z Z Z ^ Z 

/,N . 1 a~b 1 „ 

(1) puis /g - a; = ^~ . cot. - C. 
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Celte formule peut se trouver d’une autre manière. 
On a 

f(RÂ :: a:b, 

d’où sink-^sinB :sinS. — «nB :: a-\-b:a — b. 

Mais la formule (10) pr. 20, I. 1, si l’on y remplace p 
par kelq par B , donne 

jmA+«nB :sin A-««B ig \ (A+B) : tg 5 (A -B). 

« A 

Ces deux dernières proportions ont un rapport com- 
mun : on en déduit donc 


1 


1 


a-hb : a— b y. tg- (A+B) : tg - (A— B). 


D’où ( 2 ) tg i (A-B) = ~tg\ (A+B). 

Or, - (A — B) n’est autre chose que ^ x, et comme 

A-+-B=180-C,on a| (Ah-B)= 90 - J C, et 

tg ^ (A-+-B) = cot ^ C. La formule (2) est donc la même 
2 2 

, que ( 1 ). 

Reste à trouver c, ce qui peut se faire par la formule 

asinC . . , 

c = — T— T- ; mais comme elle exige trois nouveaux loga- 
stn\ 

rithmes, on en donnera une autre. 

Des proportions sin A : sinTi :sinC:: a: b :c 


on tire 
d’où 




sinA-\-sin B : sin C : ; a-\-b : c , 
(a-f-i) sin C 
sin A-\- sinB 
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Or, d’après la formule (5), pr. 20,1. 1 , on a 
«nA+finB =2 (A-+-B) cos^ (A— B) 

= 2coj^C.cOf» (A — B), 

£ » 

puisque (A+B) =90 — - C. 

9 £ £ 

D’ailleurs sin C = 2 fin ^ G cos ^ G ; la valeur de c de- 
£ £ 

vient donc 

(a-t-3) sin ^ C 

(3) c = 

cof-(A-B) 

et comme on a déjà dû calculer fog (a+3), il ne reste 
plus que deux nouveaux logarithmes à chercher. 

La formule (6), pr. 5 , donne aussi c en fonction de a, 
b, c; mais pour la rendre propre au calcul logarithmique, 
il faudra y introduire un angle auxiliaire; elle ne sera donc 
pas plus directe que (3). 


PROPOSITION XIV. 

L 

PROBLÈME. 


Connaissant les trois côtés d’un triangle, trouver les 
angles. 

Les formules (4), (5), (6), pr. 20, donnent les angles; 
car (4) donne 


cos h. — 


3’-+-c’— fl’ 
^c 


Pour mettre cette formule en logarithmes, il faudrait 
chercher les logarithmes de a, h, c; les doubler, chercher 
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les nombres correspondants, qui seront les valeurs de b" , 
c', a‘; faire l’opération A’-|-c’ — a’, cLercher le logarithme 
de ce résultat, en retrancher log^-\-logb-\-logc, et l’on 
aurait logeas A : enfin chercher l’arc correspondant A : 
total 8 opérations de logarithmes, 7 additions, soustrac- 
tions ou multiplications par 2. Si l’on voulait calculer 
les' trois angles, on aurait encore 4 nouvelles opérations 
de logarithmes, et 6 additions ou soustractions. 

Pour réduire le nombre de ces opérations, on va cher- 

11 1 

cher cos - A, sin-A, d’où l’on conclura tg - A. 

Â St m 


On a (I. 1 , p. 1 3) 



1 — cos A 
2 


A’-f-c’— a’ 
’îbc 

~2 


2Ac — b — a’ — (b — c)’ (a+A — c) (a— A-|-c) 

Abc Abc Abc 


Posons a+A-l-c= 2/> ; 

retranchant 2c... a+A— c = 2;>— 2c=2(p — c). 

De même a — b-\-c—2{p — A). 

1 . _ 2(p-c)2(p^ _ (p-c) (p-A) 


Donc j/V- A 


Abc 


bc 


et 


— Ü — 


Pour avoir cos ^ A , on prend la formule (1. 1 , p. 1 3) 

St 

A’-f-c’— a’ 

(A-f-c)’ — a’ 


1 . l-|-cofA 

cos' ^ A— — 

2 2 


1 - 


2Ac 


4Ac 


(A+c-f-a) (A-f-c— g) _* p(p— a) 
4Ac bc 
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Donc cos ^ A = l/' — — • 
^ “ bc 
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1 A 

. sin - A 

De là Ig - A= ~ 

cos ~ A 


= 1 / 


(p—b)(p—c) 
P (p-a) 


Avec celte formule il y a à chercher les logarithmes de 
P> P — O,} P — b, P — c, à ajouter aux deux derniers les com- 
pléments arithmétiques des deux autres, pour doubler, 
prendre l’arc et le doubler : ainsi 5 opérations logarith- 
miques et 3 autres; il est vrai qu’il faut calculer 2p, p, 
P — û, P — b, P — c, ce qui fait encore ô additions ou sous- 
tractions. Pour avoir les deux autres angles, il n’y a plus 

1 1 

que les arcs à chercher : car tg’ ^ B, fg x C renferment 
les mêmes logarithmes que tg - A. Mais il y a encore 6 

A 

additions ou divisions par 2. Donc 7 opérations de loga- 
rithmes, et 14 additions, soustractions ou divisions par 2. 
Le calcul des angles par le moyen de cos A , coaB , cosC , 
exigeait 12 opérations de logarithmes et 13 autres. 

La transformation de a-\-b-{-c en 2p simplifie aussi : 

car pour ig - A, par exemple, il aurait fallu calculer 

Or^b — c, a-\-c — b, 3-f-c — a , ce qui fait 4 ad- 
ditions et 3 soustractions, c’est-à-dire 7 opérations au 
lieu des 6 qu’on a indiquées plus haut. 

On reconnaîtra semblablement que l’emploi de A 
est le plus avantageux après iong - A ; ensuite vient 
COJ - A , enfin cos A. 
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Pour appliquer les tables au calcul de tang ^ À , il 
r<>tablir le ravon . ce oui donne 


faut 


tang - A 


I / (P-^) (P-^ 

'■p p(p. 


-a) 


d’où 


iogtg 2 ^ 


= 10 + 1 [log (p-b) -\-log (p-e) —logp—log (p-fl)] 
= ^[log(p—l>)-[-log(j)—c)-+-l0—logp-{-\0-log{p—a)] 


= 2 [log(p-b)+log(p-c)+comp. log p-{-comp. log(p~a)] 

. Remarque 1. Toutes les formules qui viennent d’être 
trouvées deviennent impossibles si le triangle l’est , et ré- 
ciproquement. 

h"* I fl* 

Prenons d’abord eosk~ 

Pour que l’angle A soit réel, il faut et il sufi&t que le 
cosinus soit compris entre +1 et — 1 , c’est-à-dire que 


a’ 

Wc 


<1 et>-l. 


Delà A’+c'— a’<2Ac et A’-4-c’— a’> — 2Ac. 
Transposant 

ô’+c'— 2Ac<a’ et A*+c'+2Ac>a’ 

I (6 — cy<^a’ et . (A-l-c)’ ^ a’. 


La première de ces inégalités exige que le côté a soit 
^ la valeur absolue de la différence des deux autres ; de 
sorte que si b n’est pas moindre que c, on doit avoir 
a'^b—c, d’où a+c^A. 
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La seconde exige que 3-f-c]^ a. 

Ces condilions sont connues. 

Réciproquement, si le triangle est impossible, l’arc A 
sera imaginaire. 

En efiet , supposons b-\-c. 

Delà {3+c)’<^a’ 

ou 3’-|-c’ — — 23c. 


Donc 


3’-4-c’ — a* 
23 ^ 


ou cos A sera — 1. 


Donc cos A tombant entre — 1 et — oo , l’arc A sera 
imaginaire. 

Si l’on suppose 3 ]]> a-|-c , 
on en tire (3 — c) ^ a 

3’-|-c’ — a’ ^ 23c 

et cos A sera ^ 1. 

On Toit que les côtés qui comprennent l’angle A ne 
jouent pas le même rôle que le côté opposé. 


Discutons encore 


1 , 
A 


_^(p— 3)(£^ 

y p{p-a) 


Pour que l’arc - A soit réel , il faut et il suffit que la 

m 

tangente le soit : ainsi il faut et il suffit que — — 

P (p-a) 

soit ^0, et comme p est positif, ceci exige que les bi- 
nômes P — a, P — 3, P — c, soient positifs en nombre im- 
pair, et négatifs en nombre pair. Or il est impossible qu’il 
y en ait plus d’un qui soit négatif, quels que soient les 
côtés a, 3, c. 

Car si l’on avait p — a<^0 

avec p—b<^Q, 

on en déduirait par addition 
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2p — a — 0 , 
ou , vu que 2p = a+A+c, 

c<^0, ce qui est absurde. 

Ainsi il faut et il suffit que p — a, p—b,p — c , soient 
positifs tous les trois , c’est-à-dire que 

p'^b, p'^c, 

ou '2p'^ia, 2p'^'2b, 2p^2c, 

ou encore a-t-A-t-c^2a, a+6-i-c^2A, rt-|-A-+-c^2c, 

ou enfin A-|-c^a, a+c^b , a+b'^c. 

Conditions connues. 

Si l’on avait, par exemple, 

«>A+c, 

d’où 0]^A-t-c — a, 

c’est-à-dire O'^p—a. 

Comme les deux autres binômes p—b,p — c seront né- 
cessairement positifs (puisqu’il est impossible qu’il ^ en 

ait plus d’un qui soit négatif), tang ^ A serait imaginaire. 

Remarque 2. On reconnaîtra , comme p. 1 1 , que les 
quatre propositions précédentes renferment tous les cas 
du triangle obliquangle. 

Remarque 3. Les valeurs de A, cos ^ A donnent 

A A 

.in A Ao». I A= , 

2 2 bc 

ce qui rentre dans la form. (7), p. 6. 


PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Trouver ^expression de la surface d‘un triangle en 
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fonction de 3 des 6 éléments , pourvu que parmi les don- 
nées il Y ait un côté. 

1° On a surf. ACB = ^ ABx DC =•- cX DC. 

Le Iriangle rectangle ACD donnant DC=6 sin A, on aura 
surf. ACB = i Ac . sin A. 

Voilà l’aire exprimée en fonction de deux côtés et de 
l’angle compris, 

2“ Substituant pour sin A la valeur donnée p. 14, r. 2, 

il vient surf. ACB (p — a) (/) — b') {p — c) 

en fonction des trois côtés. 

3° La relation — 2ôc cos\ 

a déjà donné (p. 12) 

c= beos A±-l^ a’ — ô’am’ A , 

donc suif. ABC = ^ (^b'sinS.cosk±bsinA ^ a’ — b'‘sin'A.^ 

M 

en fonction de deux côtés et de l’angle opposé à l’un de 
ces côtés. 

# I, O , „ , ciin B 

4° Un a smo : sinL :: b : c , d ou b =. — T—pr 
' sin L 

et comme C = 180 — (B+A) ou sinC—sin(B-\-\), 

•1 • . c'sink.sinB 

il vient surf. ABC =; 

2«n(A+B) 

en fonction d’un côté et des angles adjacents. 


EXEMPLES DE LA RESOLUTION DES TRIANGLES RECTILIGNES. 


Ex. i. Dans un triangle on connaît les côtés 
a = 6643”’,34 , Ô=4928“,Ô6 , c = 4264"‘,29, 
trouver les angles. 

On calcule d’abord 

2p = a-|-ô-(-c = 1 4 8 36, 1 9 , 


Fig. 14 
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d’où 


trigonométrie. 


P = 7418,096, 
puisp — 0=177 4,7 66’, p — 6=2489,636, p — c=3163,806. 

Pour vérification, il faut que (p— a)+(p— 6)+(p-c) 
soit égal à p. 

Pour trouver ces angles , on a à chercher les logarith- 
mes de p,p a,p — b , p—c, et leurs compléments arith- 

métiques : il vient 


S S 
5 « 


a S 

CO « 



<0 CO 



05 tO CO 

i" i 
a I 

eo « 


« 
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oc 

OD 

is 

te ^ 



I I 

-5 Æ o. 
S* S> o> 

■2 .a .2 




I ? 

-S: ^ c. 

î l'a 



« 

^ toi 

O» 



ï: æ 

oT oT 


11 



Pour - A , la table donne 

A 


le log tg 9,8877248, arc 

correspondant 37° 40' 30", 
différant du nôtre de 363 , 
différence tabulaire 436; on 
fera donc la proportion 


436: 368 :: 10" : a; , 


d’où 

x = S",U, 

puis 

1a=37»40'30"36 

et 

A = 76° 21' 16" ,70 

puis 

B = 67° 40' 6",66 
C = 46»68' 37",64 

d’où 

A-f-B-+-C 


= 180° 0' 0". 
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Sur chacun dea logarithmes et comp. logarithmes, l’erreur est 

1 2 

< — ; donc sur chaque log. tg. l’erreur est < 

10 ^ 10 ^ 

Cherchons d’abord l’arc correspondant à 9,8877609, limite infé- 
rieure de log 

D’après la table i. tg 37° 40' 30" =9,8877248, différant du nôtre 
de 361; différence tabulaire 435; la proportion des différences 
3610 

donne - 7 -^ , et comme l’arc tombe entre 27* et 63°, si l’on cal- 
435 

cote cette fraction é 0,001 , le tableau (b), p. 3, VI°, montre qu’on 
aura l’arc à moins de O" ,014. Or = 8,299 retranchant 0,014, 

on a ^A>37° 40- 38" ,285. 

1 

La seconde limite de log tg ^ A est 0,8877613; différence 365; 
à calculer^^ =8,390, ajoutant 0,014, on a 


^ A <37° 40' 38",404. 

Donc A > 75° 21' 16",57 et A <75° 21' 16", 808 

On trouve de même B > 57° 40' 5 , 556 < 57° 40' 5" ,770 

C > 46° OB' 37",542 < 46° 58' 37" ,738 


Delà A-l-B-l-C>179°59 59",668 et < 180° 0' 0- ,316 
Résultats satisfaisants. 


Ex. II. Trouver la hauteur AB d'un édifice placé sur un Fig. 15 . 
terrain horizontal. 

Dans ces sortes de questions on est conduit à mesurer 
des angles déterminés par certains points du terrain. A 
cet effet, on emploie des instruments dont la forme est 
assez variée, mais dont l’essentiel est un cercle ou un sec- 
teur de cercle ayant sa circonférence divisée en degrés et 
parties de degrés. Le plan de ce cercle ou secteur peut 
prendre par rapport à l’horizon telle position qu’on veut: 
autour du centre se meuvent certaines pièces au moyen des- 
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quelles on peut diriger des rsyons visuels vers tels points 
qu’on veut, situés dans le plan de l’arc de cercle; cet 
arc fait connaître la mesure de l’angle que ces rayons in- 
terceptent. 

Le plus exact de ces instruments est le cercle répétiteur 
qui donne lesangles avec une précision presque mathéma- 
tique : le graphomètre se compose d’un demi-cercle, etc. 

Pour résoudre la question actuelle , on mesurera , à 
partir du pied 6 de l’édifice, une base BC qui ne soit ni 
très-petite, ni très-grande par rapport à AB, afin que les 
angles aigus du triangle qu’on va former ne s’éloignent 
pas beaucoup de 45°. On place le pied du grapbomètrc . 
en C; soit D le centre du demi-cercle; on dirige un rayon ' 
visuel suivant DE, parallèle à BC, et l’autre sur le point 
A, suivant DA : on obtient ainsi la mesure de l'angle ADE. 
Cela posé dans le triangle rectangle AED, on connaît le 
côté DE=BC, et l’angle aigu ADE; on pourra donc cal- 
culer ÂE : ajoutant BE = DC, qui est la hauteur de l’in- 
strument, on a AB. 

Soit CD=l“-,2 , BC=98“,67 , angle D=47» 28' 37". 

On a (p. 10) /og AE=fogDE-)-/ogtgD — 10 
L.m= 1,9937448 
log ig 47» 28' 30" = 10,0376671 

diff. tab. X = 296 


log\E= 2,0313415 

En se bornant à 7 décimales, on trouve dans la table 
le nombre 10748; différence avec notre logarithme, 138; 

1 38 

différence tabulaire, 404; d’où v— =0,34, et la valeur 

404 

de AE est 1074,834. 
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L'erreur sur log DE e«t < ; connue la partie négligée dans 

10 *’ 

le calcul des diffcrcnccs est i = , que d’après le tableau (c) 


22 

p. 3, 1V°, I) < , il en résulte que f i6. V) l’erreur sur 

10 '° 


to 47» 28' 37" est < ; donc log AE csl en erreur de moins que 

10 ' 

15 

— il est donc compris entre 
10 


2,03134165 et 2,03134135. (a) 

Le nombre donné par ta table est 107,48. 

Prenant les différences entre nos logarithmes et celui de 107,48, 
lesquelles sont 

1395, 1365 CuiUlés décimales du 8' ordre^ 
on les divise par la différence tabulaire 404; d’apres ce qui est 

1 

dit en Algèbre en calculant les quotients à „ centième près, ce 

a 

qui donne 0,345 et 0,335, on aura deux limites du nombre cherché, 
lesquelles sont 107,48345 et 107,48333. 


Ex, nr. Calculer la dislance d’un point accessible A , ri F'g. <6. 
un autre qui ne l’est pas , mais qui est visible du point A. 

Après avoir mesuré une base AC qui soit égale à AB 
estimé par aperçu , et de l’cxtrcmilé C de laquelle on 
puisse voir les points A et B, on mesure les angles A et 
C; dans le triangle ABC on connaîtra donc le côté AC 
et les angles A, C, ce qui suffit pour trouver AB. A cet 
effet on a la proportion 

sin B ; s in C ; ; A : c. 

Soit AC=368'",60 , A = ô6” 49' 52", C = 48" 32' 6", 
d’où B=:180-(A-hC) = 74» 38' 2" 

sG 
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los sin < 


P_I9, 8746796 /og iin B = 9,9841896 

^ à 4 4 C\ . ^ irv 


112 


12 


6= 2,6664376 
C. los sIn B = 0,0 168093 


= 9,9841907 


loge = 2, 4569375 d’où c = 286,37. 

Chacun des log.-sin. qui entre dans loge est en erreur d'une 
1 5 

quantité moindre que — ; l'erreur sur logb est < — ;; ceHe de 
^ 10 ^ 10 ® 

25 

log c est donc < — ; , et les deux limites de log c sont 
10 ® 

2,45093725 2,45693775. 

Los nombres correspondants sont 

le 1" en moins 280,37 , le 2' en plus 286,38. 


Fig. 17. Calculer la distance de deux points A , B , inac- 

cessibles, mais visibles des environs du point C. 

Au moyen de l’exemple 3 , on calculera les logarithmes 
de AC et de CB ; on mesurera l’angle C : cela fait , sans 
chercher les valeurs de AC et de CB même,. on a tout ce 
qu’il faut pour déterminer AB. En effet, on a (p. 13) 

1 ... «s a— b 1 ^ 

Posons 



# 


est un angle auxiliaire ; d’où 

log tgrp — logb — log a. 
Comme tg 45° = 1 , on a 


a — b 
a-{-b 




tg45°—tg(p 
1 tg 45" . tg ff 


tg (45" -(p). 
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Donc tg I (A— B)=ig(45°— f^).cof ^ C. 

Celte transformation épargne la recherche de deux lo- 
garithmes. 

Ayant - (A— B), on trouve AB ou c par la formule 

• U sin C 

sin A 

Ex. r. Trois points A , B, C, étant donnés, on demande Fig. ts. 
de placer par rapport à ces points , le point D , connais- 
sant les angles ADB , CDB, et sachant que la figure ABCD 
est plane. 

On obtient une solution graphique en décrivant sur 
AB, BC des segments respectivement capables des angles 
donnés ADB , CDB. Les arcs obtenus se couperont en B; 
mais ils auront en outre de commun le point cherché D. 

Pour résoudre la question par le calcul , soit 

RC = rt, \€j = b, AB = c, 
angle ABC=B, ADB=a , BDC — (i. 

Prenons pour inconnues l’angle BAD=.r, et BCD=>-. 

On a, dans le quadrilatère ABCD, 

x-f-/-|-a+/3+B = 360, 

d’où x+y=360— («+/9-+-B). (1) 

Reste à chercher une seconde équation entre ces in- 
connues ; à cet effet on prend les triangles ABD , BCD. 

Le premier donne BD= 

sin cc 


le second 
d’où 


BD=^, 

sin fi 

csinx a sin y 

sin a sin ^ 


( 2 ) 

s6. 


« 
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Les équations (1) et (2) suffisent pour trouver x el^, 
en ayant, bien entendu, égard aux propriétés des lignes 
trigonométriques. Mais comme (1) donne la somme x-\-y , 
il sera bon de chercher à tirer x — y de (2). On mettra (2) 
sous la forme 

s\n X a sin a 

sin y c sIn (i 

sin X -sin r a sin a— c sin (i 

d où = — : • 

sm x-\-siny a sin a-|-c sin p 


Le premier membre est égal à 
1 
2 


'ÉTo (^-r) 


. (1. 1,p. 20, f. 10) 


9 (^+r) 

1 ^ 1 . . asina — csinS 

Donc ig- (ss—y) — ISâ ■ — : ; 

”2 ^ fl sin a-hc sin p 

Pour mettre cette formule en logarithmes , on donne 

, e sin [i 


à la forme 

a sin a -\-c sin fi , 


stn a 


c sin fi 
— : 
sin a 


: on pose 


c sin /5 


sina 


= c', et l’on a 

1 !.. a—c' 


Cette transformation épargne la recherche de deux lo- 
garithmes. 

Ayant x et y, on peut calculer BD , AD , CD. 
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PROPOSITION XVI. 

mÉORÈME. , 

Dans tout triangle sphérique’, le cosinus d’un côté est 
égal au produit des cosinus des deux autres, plus le pro- 
duit des sinus.de ces côtés multiplié par le cosinus de 
l’angle compris, 

Soil ABC le triangle; supposon.vd’abord les côtés AB, fig. t9. 
ÂC, moindres qu’un quadrant; menons leurs tangentes 
AE, AD, tirons DE. Nommons encore a, ô, c les trois 
côtés du triangle sphérique. A, B, C les angles opposés. 

Dans le triangle DAE on a (p. 6) 

DE=ÂDh-ÂE-2AD.AE cojDAE ; 

or l’angle DAE mesure l’angle A du triangle sphérique , et 
si l’on prend le rayon AO pour unité, on a 

AD — tg b, AE ■=.tg c ; 

1 

donc DE = tg' b-^tg' c — ‘2tg b . tgc.cosh. 

Le triangle DOE donne aussi 

01;’= DÔVËO— 2DO . EO . cos . DOE 
— séc' b-^-séc' c — 2sécb .séce cosa. 


Egalant ces deux valeurs de DE, remplaçant séc'b par 
\-^tg'b, séc'c par l-i-tg^c, on en tire 

sécb.sécc cosa:=.l-{-tgb tgc.cosk. 

m • .1 ô sin c , , l , 1 

Mais tgb— -, tgcxz , secb— -,secc— ; 

cos b cosc cos b cosc 


substituant, on obtient 
cosa 


= 1 + 


cosb' 
sin b. sine, cos A 


cosb . cos c ' cos b. cosc 

d’oii cosa — cosbcose-\-sinbsinc,cos\. (I) 
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Fig. 20. En second lieu, supposons AC ou 6^90°, cl AB ou 
c<^90®. Projongez les arcs AC, RC jusqu’à ce qu’ils se 
renconlj-ent de nouveau en C'"; AC’, BC', que je nomme 
b', a' , sont les suppléments respectifs de b, a; l’angle 
CAB, que je nomme A', est le supplément de A. Puisque 
dans le triangle G'AB les côtés qui comprennent l’angle 
A sont tous les deux moindres que 90°, on a 

cos a' =. cos b', cosc-^-sin b' sin c cos A'. 

Remplaçant a' par 180 — a, b' par 180 — b. A' par 180 —A, 
changeant les signes , on a 

cos a — cosb cos c-i-sin b sin c cos A . 

C’est (I). 

Si AB et AC, c’est-à-dire b cl c , sont tous les deux plus 
grands que 90°, on les prolonge jusqu’à leur seconde 
rencontre en A'; les arcs A'B = 6', A'C=c' seront moin- 
dres que 90°, et le triangle A'BC, où A'=A, BC=a donne 

cos a — cos üL cos c'-\- sin b' sin c' cos A. 

Comme ô'=180 — ô, c'=:180— c, celte formule se 
change encore en (1). 

Reste le cas ou i et c seraient des quadrants , soit en- 
semble, soit séparément. Si ô est un quadrant, prenons 
au lieu de b un côté b-\-(i , /9 étant infiniment petit; dans 
le triangle le côté « aura changé infiniment peu, l’angle 
A et le côté c ne changeant pas. Supposons que a soit de- 
venu a-\-a, on aura 

cos (a+a) = cos (ô+/^) cos c+jm (ô+/5) sin c cos A ; 

supprimant les infiniment petits, on retrouve (l)^ et, 
comme 6 = 90", la formule se réduit à 

cos a — sin c cos k, 

si c est aussi un quadrant,' la formule (l) devient cos à — 
cos k, ce qui est évident à priori. 
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lleniarque. Changeant dans (1) a en 6, puis a en c, et 
réciproquement, on a 

(1) cosa — cosb cosc-\-sinb sine cash., 

(2) cos b = cos a cos c-\-sin a sine cos B , 

(3) cosc = cos a cos b-^sina sinb cosC. 

Ces trois relations entre les 6 éléments du triangle sphé- 
rique suffisent pour trouver trois quelconques de ces élé- 
ments, connaissant les 3 autres; elles sont donc pour la 
trigonométrie sphérique ce que les formules (4), (6), (6), 
pr. 6, sont pour la trigonométrie rectiligne. Il ne s’agit 
que d’en déduire des transformées commodes pour les 
différents cas. A cet effet il faut chercher des équations 
dont chacune renferme 4 des 6 éléments : le nombre de 


Les combinaisons qui répondent à ces équations sont 
les suivantes : 

I abc A , abc B , abc C. 
ab BA , flc AC , bc BC. 
ab\C, abBC, ac AB, acCB, bc AB, bc AC. 

ABC a , ABC A, ABCc. . ■ 

Les équations relatives aux combinaisons de la pre- 
mière ligne sont trouvées : ce sont les formules (1), (2), 


Celles qui se rapportent à la seconde, sc trouvent ainsi 
qu’il suit. De (1) on tire 




ces équations est 



(3). 



cos a — cos b cosc 



sin' b sin‘‘ c 
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[cos a — cos (6-}-c)] [coæ (b—c)— cos a] 

sin^bsin^c 

D’après la formule (8), pr. 20, I. 1, chaque fadeur du 
numéraleur se transforme en un produit; on trouve 

«n’ A = 

4 sin-(a+b+c)sin-(a—b-^c) sin - (a+b—c)sin~(^b-^c a) 

A Â It ét ^ 

sin’ b sin’ c 


Divisant de part et d’autre par sin’ a, on trouve que 

sinX r ■ , , 1 

— est une fonction svmelrique de a, b, c; donc 
stna ./ -I 


(^) 


sin A sin B sin C 

sin a sin b sin c 


Ces relations, qui répondent aux combinaisons en ques- 
tion, montrent que : 

Dans tout triangle sphérique les sinus des anf’les sont 
entre eux comme les sinus des côtés opposés. 

Pour avoir une relation entre a, A, C, On éliminera 
centre les formules (1) et (3), et d’abord cosc, ce qui 
donne 

cosa — sinb sine cos k-\-cosacos’ b~\~cosb sinasinb cosC; 

transposant cos a cos’ b, on aura dans le premier membre 
cosa — cosa cos’b ou cosa sin’b; divisant par sinb, il 
vient 

(ô) cos a sin b ~ sin c cos A-f-coi b sin a cosC. 


. sin G sin a , . 

Mais d aprèi(4), sin c ~ ^ ^ , substituant , on a 


cos U sin b =. sin C sin a . 


sin A 
cos A 


sin K 


cos b. sin a cosC. 


Ici on divisera par sinn, et se rappelant la relation 
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vos a 

— — = cot a , on a 
sina 

(6) cot a sin b == sin C . col\-{-cosbcos C. 

C’est la relation cherchée. La permutation de o et 6 
donne 

(7) cot b sina —sinQ- cotB-\-cos a co« C; 

ici a en c (8) cotbsinc = sinkcotB-\-cosccosA, 

6 en a (9) cota sine =sinB cot A-[-cosccosB, 
c en a(tO) cote sina — sinîicotC-\-cosc cofB, 
b en a (1 1) cote sinb —sin\ cosC-+-cosb cos A, 

(6)-(ll) sont les six relations relatives à la troisième ligne 
de (n). 

Pour avoir les trois autres relations restantes, on ap- 
plique la formule (1) au triangle supplémentaire. Ainsi 
posant 

a'=180»-A, 6'=180’-B, c'=180“-C, 

A'= 180“-a , B'=:180‘>-6, C' = 180»-c, 
on a d’après (1) 

cos a! = cos b' cos c'-\-sin b' sin c' cos A'. 
Remplaçant a', b', c'. A' par leurs valeurs, Il vient 

( 1 2) cos A = — cos B cos C+s/n B sinC cos a ; 
permutant (13) coiB — cos A cos(l-\-sin A sinC cos b, 

(14) cos C = — cos A cos B-f-j/n A sin B cos c. 

Toutes ces formules s’appliquent aussi au triangle rect- 
angle : supposons l’angle A droit, et introduisons cette 
hypothèse dans les formules qui renferment, A. 

La formule (1) devient 

( 1 ’) cos a — cos b cos c. 

Donc : le cosinus de l’hypothènuse est égal au produit 
des cosinus des deux autres côtés. 
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De (4) ou déduit 

(2') sin b =: sin a sin B , sin c — sina sinC, 

ou , le sinus d’un côté de l’angle droit est égal au sinus 
de l’angle opposé , multiplié par le sinus de l’hypothé- 
nuse. 

(6) donne cota sinb = cosb cosC; 

d’où (3') tgb=.tgacosC et tgc=ztgacosB, 

c’est-à-dire la tangente d’un côté de l’angle droit est 
égale à la tangente de l’hypothénuse , multipliée par le 
cosinus de l’angle compris entre ces côtés. 

La formule (13). 

(4') cos B = sin C cos b , et cos C = sin B cos c. 

Le cosinus d’un angle oblique est égal au cosinus du 
côté opposé, multiplié par le sinus de l’autre angle • 
oblique. 

La formule (8) donne 

cotb sinc=.cot^, 

ou (ô') tg bz=.sinc.tgR cl tg c = sin b tgC , 

c’est-à-dire la tangente d’un côté de l’angle droit est égale 
à la tangente de l’angle opposé, multipliée par le sinus de 
l’autre côté. 

Enfin (12) donnera 

cos B cos C =: sin B sin C cos a , 
d’où (6') cosa—cot'&.cotCi, 

ce qui prouve que le cosinus de l’hypothénuse est égal au 
produit des cotangentes des angles obliques. 

Pour résoudre commodément le triangle sphérique 
rectangle, il est bon d’avoir des relations entre les 6 élé- 
ments a. A, c. B, C, pris 3 à 3. Le nombre de ces rela- 
tions est 10, et les combinaisons, auxquelles elles répon- 
dent, sont 
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abc , 

formule 

(!') 

rtAB , 

«cC 

(2') 

abC , 

acB 

( 3 ') 

ÔBC , 

cBC 

( 4 ') 

icB , 

beC 

( 3 ’) 

«BC, 


( 6 '). 


Nous avons donc tout ce qu’il faut. 

Du reste, (4'), (6'), (6') peuvent se déduire très-simple- 
ment de (1'), (2'), (3'). 

En effet (2') donne sin B = , 

■ sina 

(3') cosC=^, 

tga 

,, ^ cosC tjib.siha cosa 

d’où = -2. = . 

* «nB tga sin b cos b 


D’après (!') 
cosC 


cosa 
cos b 


~ cos c; 


donc — : — r, cojc, ou coiC coic fi/iB, c’est (4') 

jinB 



et cos B = 

De (2') 

. _ sin b 

Sin B = — : — 
sin a 

et (3') 

„ is 
cos B = 

tga 

on tire 

sin B sin b tga 


cos B sin a tgc cos a sin c 
Remplaçant cosa par cosb cosc (!'), il vient 
_ Igb 

B = ^ , d’où tgb — sine . IgB. c’est (à') 


Digitized by Google 



THir.OI<IOMéTRIK. 


4i2 


Ceci lionne aussi = 


t£C_ 

sinb ’ 


delà /gB./gC 


tgh tgc 1 1 

sin b sin c cos b cosc cosa 


(!') - - 


puis cosa — cotB .cote c’esl (6'). 

Quelques-unes de ces formules peuvent se démontrer 
géométriquement, mais ces démonstrations manquent de 
généralité. 

Remarque. 1° D’après (!'), si cosa est^o, cos b et 
cosc sont de même signe, et si cosa est <^o, cosb et 
cosc sont désignés contraires. Ainsi, parmi les trois côtés 
a, ô, c il y en a un nombre impair, qui sont 90*, et un 
nombre pair, qui sont ^ 90®. 

2° D’après (o') tgb et tgB sont de même signe: donc 
l’angle oblique et le côté opposé sont tous les deux ^90°, 
ou tous les deux 90'. Bien entendu que ces deux re- 
marques ne s’appliquent qu’au triangle sphérique rect- 
angle. 


PROPOSITION XVII. 


TBÉORÈME. 

La tangente de la demi-somme de deux angles d’un 
triangle sphérique quelconque est égale au cosinus de la 
demi-différence des côtés opposés , divisé par le cosinus de 
leur demi-somme , et multiplié par la cotangente de la 
moitié du troisième ansle. 

Pour avoir la tangente de la demi-différence , il suffit 
de remplacer les cosinus par les sinus. 

C’est-à-dire que 

cos ^ (a-b) 

'ér-2(A+B) = cot - C 

cos - (rt-Hô) 
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1 - (a-b) 

• 'S 2 (A -^) = i 2 

Pour démontrer ces formules, reprenons l’équation 5, 
pr. 16, 

cos a sin b = sin c cos A+i/Vi. a cos b cos C , 
permutant a et b , 

cos b sin a — sin c cos B-j-j/n b cos a cos C. 

Ajoutant ces équations et ayant égard à la valeur de 
sin (a+A) , il vient 

sin (a-\-b) — sin c {cos\-+-cosJi)-\-sin (n-\-b) . cos C , 
d’où (a) «ne (cOi A-|-coiB) = i/n (a+A) .(1— cof C). 
Mais de sin A : sin B ; sinC : ; sin a : sin b : sine 
on lire sin A+«'n B ; sin C r: sina-{-sin b : sin c 
sin A — sinB ; sin C :: sin a — sin b : sine 

ou {sin A+i/n B) sin c — {sin a+sm b) sin C. 

(sin A — sin B) sine =. [sin a — sin b) sinC. 
Divisant chacune de ces égalités par (o) , on a 

, sin\-\-sinB sina-\-sinb sinC, 
cofA+coiB sin{a-+b) 1 — co^C 

sinA—sinB sin a— sin b «nC 

(/?) ■ “ . 

eosA+coiB sin(a-\-b') 1— coiC 

Or,en vertu des formules (1 1) et (13) , p. 20 , 1. 1 , les 
premiers membres de ces relations se réduisent respecti- 
vement à tg i (A-t-B) et tg (A— B). 

^ A 

En second lieu , 
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sin a-+-sinb = ^sin - (a-j-b).cos - (a— b), p. 20,1. l,f. (6) 
sina — sinb = ^sin - {a — b). cos — (a-\-b') ib. f. (6) 

sin(a-\-b) =2sin^ [a-\-b) .cos -{a-\-b) p. 12, 1. 1,f.(3) 


sin C = 2sin - C cos - C 


1 — cosC = 2sin^ - C 


ib. 


p.13,1. 1. 


Subsliluant dans (6) el (c), supprimant les fadeurs 


communs et remarquant que 


1 . 

cos * 1 

=col - C, on trouve 

. I „ 2 ’ 

sin~ t* 


1 


(0 


'K5(*+B)= ^ 


cos - (a— b) 


1 / .N 

cos - (<l+0) 

sin ^ (a-b) 
sin - (a+4) 


.col^ C 
2 


.coi- C. 


Corollaire. Appliquons ces formules au triangle sup- 
plémentaire, en écrivant 

co^|(«'-6’) J 

^êrôCA'+B')^— cot-^C 

cos - (a'-t-^') 
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• /g-- (A'-B')= — 1 

5m- 

Mais A'=180'’— a,B' — 
fl'=180_A, 


(«'- 6 ') 

. CO/ - C. 

(«'+*') 

180'’— 6, C'= 180*-c 
6' = 180»— B, 


4 i5 


d’ùo tg -i (A'-f B')=t§- [180- ^ (a+6)] = i («+A) 

(A'— B') = — /g- 1 (a— b) 
cos ^ (fl'-l-A') = — cof ^ (A-+-B) 

(A+B) 

cos 1 (a' -b') ;= C 05 1 (A-B) 

sin (fl'— A') = — sin ^ (A— B) 

cot - C'= cot (90-f- -c) = —tgl c. 

Substituant CCS valeurs, on trouve 

1 C05‘-(A-B) 

‘g 2 («+^) = 1 • tgxc 

(2). 

1 "'«5 (A-B) , 

tg-^{a-b) = ^ tg-^c. 

2 (^■+'B) 

Les relations (1) et (2) s’appellent formules de Néper. 


Digitized by Coogle 



4 


TRIGOnOMÉTRIE. 


. PROPOSITION XVIII. 


PROBLÈME. 

Eésoudre le triangle sphérique rectangle, connaissant 
rhjrpothénuse a, et un côté b. 

Pour trouver G, on a la formule (!'), qui donne 

co s b 

cos c ■=. . 

cosn 


Quant à B et C , on les tire de (2') cl (3'). 


sin B = 


sin b 


/or A 

cosC= . 


sin a 


tga 


Les éléments c, C sont déterminés sans ambiguité, parce 
qu’ils sont connus par leurs cosinus. Quant à B, qui est' 
donné par son sinus, il doit être de ir.cme espèce que b, 
c’est-à-dire 90" si b l’est, et ^ 90“ si b est 90°. 


PROPOSITION XIX. 


PROBLÈME. 

Etant donnés b, c, trouver a, B, C. 

Les formules (!'), (ô') donnent cosa=cosb cosc, 

„ tgb _ tire 

tgB=-^ ,tgC= -?-r . 

° sine sin b 

Point d’ambiguité. 


PROPOSITION XX. 


PROBLEME. 


On connaît a et B , trouver b , o , C. 

Les relations (2') (3') (6') donnent 

sinb — sina sinVi , tgc — tp a coiB , cotÇ.~cosa tgB. 

Le côté b étant de même espèce que B, il n’^^ a pas 
d’ambiguité. 
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PROPOSITION XXI. 


PROBLtUR. 

Étant donnés b , B , trouver a , c, G. 

On prendra (2'), (ô'), (4'), qui donnent 


sin a = 


sin b 
sinB ’ 


sm c ~ ■ 


t?; b 
/g B 


sin C = 


COJ B 
cos b 


Ici les trois inconnues sont données par leurs sinus, ce 
qui indique plusieurs solutions. En effet, il y en a deux 
si sinb<C^sinH. Car dans ce cas Uy a deux valeurs pour 
O, • il y en a aussi 2 pour c, et 2 pour C. Mais à chaque va- 
leur de a il ne répond qu’une valeur de c : car l’espèce de 
a et de b détermine celle de c (p. 16 , r,) ; enfin C devant 
être de même espèce que c, il s’ensuit qu’à chaque sys- 
tème de valeurs de a et c, il ne répond qu’une valeur de C. 
Soit ABC un triangle rectangle en A et satisfaisant à la 
question. Prolongez les arcs BC , BA jusqu’à leur seconde 
rencontre en B'; le triangle ACB' renfermera le côté donné 
AC = ô, et l’angle opposé B' = B; il satisfait donc aussi. 

Il n’y a plus qu’une solution quand ô = B ; alors 
fl =90% c = 90°, C= 90°, et le triangle est birectangle. 

Il y a impossibilité quand sin b ^ sinB. 


PROPOSITION XXII. 

P.lOBLèME. 

Étant donnés b et V angle adjacent C , trouver a , c , B. 
Des formules (3') , (6) , (4') , on tire 

tgb 

cÔjC ’ = ’ cosB—cosb sinC. 

Sans ambiguité. 


*7 


Fig, 22. 
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PROPOSITION XXllI. 

PROBLÈME. 

Connaissant B , G, trouver a , b, c 
(6') donne cos a= cotB cot C 

cosC , coiB 

de (4-) on tire co5C= —, cos b- • 

Remarque 1. Les six problèmes précédents contiennent 
tous les cas du triangle sphérique rectangle. En effet , on 
peut se donner ; 1° les deux angles obliques; 2° un de 
ces angles et un çôté ; 3’ deux côtés. second cas se 
subdivise en trois; car le côté donné peut être l’hypothé- 
nuse, ou bien un côté de l’angle droit, lequel côté peut 
être adjacent ou opposé à l’angle donné. Le troisième cas 
se subdivise en deux , selon que parmi les côtés donnés on 
a l’hypothénuse ou non. Cela forme les six problèmes 
traités. 

Remarque 2. Au triangle sphérique rectangle se ramè- 
nent les cas suivants : 

1“ Le triangle dans lequel un côté connu a est de 90°. 
Car dans le triangle supplémentaire l’angle A' sera droit ; 
on résoudra donc ce dernier triangle , et ses éléments 
trouvés feront connaître ceux du triangle proposé. 

2" Le triangle isoscèle. L’arc de grand cercle mené 
du sommet au milieu de la base , est perpendiculaire à 
cette base et divise par suite le triangle en deux triangles 
rectangles égaux. Or, quels que soient les trois éléments dis- 
tincts connus dans le triangle proposé, on connaîtra deux 
éléments du triangle rectangle. Donc, etc. 

Fig. 23. 3 ° Le triangle où a+ô = 180». Car en prolongeant AC 

et AB jusqu’à leur seconde rencontre en A', on a AC-i- 
A'C=180»; mais par hypothèse AC-t-BC = 180»; donc 
A'C=BC. Donc le triangle A'CB est isoscèle, ce qui ra- 
mène au cas précédent. 
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4“ Le triangle où — 180°; car on aura l’angle Fig. 23. 
CBA'=A=A'; donc CA'=CB; par suite CB-f-AC ou 
a+& = 180 °. 

Remarque 3. Dans les six propositions suivantes, on va 
traiter le triangle sphérique obliquangle. 


PROPOSITION XXIV. 

PROBLÈME. 


Connaissant dans un triangle sphérique quelconque les 
3 côtés a , b , c , trouver les angles. 

La formule foiidamentalé (p. 16) donne 

cosa — cosb cosc 


cos k =. 


sinb sine 


On transforme cette formule comme $on analogue 
(p. 15) et par des raisons .semblables. 

.. . „ . 1 . , . sinb sinc~cosa-\-cosbaosc 

Ainsi 2im° -A = l— coiA= — 

2 sin b sin c 

cos (b — c) — cosa 

sin b sin c 

Opérant comme p. 16 , r. , il vient 
1 1 

J «n ^ (a+5_c) sm - (a—b+e) 

sin^ — k = — : ; . 

2 sinb sine 

Posons a-{-b-{~c — f2p , d’où a -f- 5 — c—'‘2(^p — c), 
a-^b-i-c = 2(p — b); nous aurons 


sin 


1 ^ I / sin(p — c) .sin(p-b) 

2 r sinb sine 


n A 1 . I /sinp . sin(p-a) 

De meme cos~k—\/ — ^ L, 

2 r finfy jfjjif. 


27. 
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ensuite- 






sin ip—c) sin {p — b) 


sinp sin(p — a) 


Cette dernière est encore la plus simple pour calculer 
les 3 angles. 

Remarque. On peut discuter ces formules comme leurs 
analogues (p. 15). 

Par exemple, pour que l’arc ^ A soit réel, il faut et il 

« 

suffit que t" - À le soit, c’est-à-dire que l’expression 

sous le radical soit ^0. Or le périmètre 2p est •<^360“; 
donc Ainsi il faut et il suffit que sin{p — c), 

sin(p—b),sin{p — a) soient positifs en nombre impair 
et négatifs en .nombre pair. Mais les arcs p, a, b, c , étant 
tous moindres que 130 ", si l’un de ces sinus est négatif, 
l’arc l’est aussi; et nous savons (p. 16, r.) qu’il est im- 
possible que 2 des trois binômes p — a, p — b, p — e, soient 
négatifs. 

Donc il faut et il suffit qu’ils soient positifs, ce qui 
donne a<^b-\-c, b<^a-{-c, c<^a-\-b, etc. 


PROPOSITION XXV. 

problIme. 

Étant donnés les 3 angles A, B, C, trouver les 3 côtés 
a , b , c. 

La formule (12), p. 16, donne 


cosazz. 


cos \-i-cosB cosC 
sin B sInC 


^ . .1 cos \ — coj(B+C) 

De la sm^ - a= » . „ . ^ ■ 

2 sinL 
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cos — (A+B-t~C).co* 2 (B — A+C) 
sin B sin C 


4a I 


Soit 2P l’excès de la somme des 3 angles A, B, C, sur 
1 80°, de sorte que 

A-hB-hC = 180°+2P; 


De là 


et 


i (A-B-4-C) = 90*-H-P-B; 
^ (A+B-C) =90“+P-C. 


ÿ(B-A-+-C) = 90°+P-A, 

1 I / sin P . sin (A — P) 

'"r, «= 1/ : r — 

2 ' «nu sinL 


sin 


1 I /xm(B -P) «n(C -P) 

De môme cos -a=\/ 

2 ' «nU«nL 

. 1 \I «nP.«n(A — P) 

ensuiu <g 5 « = J/ 


Remarque. Pour que ^ ^ 

sinus qui sont sous le radical soient négatifs en nombre 
pair.Orje dis que parmi les 4 angles P, A— P, B— P, C — P, 
il ne saurait y en avoir plus d’un qui soit négatif; car 
d’abord P n’est pas <[^0, et si l’on avait A — P<^0 et 
B — P<^0, on aurait 

A-hB<2P... ou A4-B<A+B4-C-180“, 
d’où C^180“, ce qui n’est pas. 

Je dis en second lieu qu’il n’y en a pas deux qui soient 
^ 180. Car comme A, B, C sont moindres que 180 , à 


4 a ï THIGONUHÉTKIE. 

fortiori A — P, B— P, C— P le suiil-ils; P l’esl aussi, sans 
quoi A+B+C ou 180-|-2P serait ^ 540, ce qui n’est 
pas. 

Il faut donc que chacun des 4 angles soit^O et <\180°. 

Or A — P^O donne 2A^2P 

ou A>A4-B+C-I80’, 

d’où A+180‘’>B+C, 

de même B+1 80° ^ A+C 

C-t-180° > Â+B (Géom., 1. 7 , p. 1 0, r.l ) 
Posons maintenant 

P<180», A-P<180°, etc. 

Delà 2P<360° et A<180°+P. 

La dernière est évidente. 

La première donne A+B-|-C<^ 640°. 

Cette condition est renfermée dans les précédentes. 

Ainsi, pour que tg^ a soit réel, il faut et il suffît que 

£k 

la somme des angles surpasse 180°, et que le plus petit 
angle , augmenté de 180°, surpasse la somme des deux ■ 
autres. 


PROPOSITION XXVI. 

PROBLÈME. 

Connaissant deux côtés a , b , et l’angle compris C , 
trouver c , A , B. 

Les équations de Néper donnent (pr. 17) 
cos^-{a-b) 

tS 5 (A+B) = . cot- C, 

^ I , , V B- 

COS - (a-h&) 


Digitized by Google 



LIVRH 11. 


4^20 




sin ^ {a— b) 

(a+A) 



C. 


De là on déduira A, B. 

_ sin a. sin C 

Un aura ensuite sine— — r — . 

smA 

Mais comme celte formule peut donner deux valeurs 
pour c, il est bon d’avoir une autre formule qui ne laisse 
point d’ambiguité. C’est la formule (3), pr. 16. 

cosc — cos a eosb-\-sin a sinb . cos C. 

Elle montre que si a, b sont de même espèce, et C 

90°, cosc sera 0 et l’arc c <][ 90 ; si a, A sont d’es- 
pèce différente et C ^ 90®, cos c sera 0, et l’arc c 90°. 
Il ne reste donc du doute sur le signe de cosc que si cosa 
cos b et cosC sont de signes contraires. Dans ce cas il sera 
nécessaire de calculer les deux parties de cosc, ou au 
moins de reconnaître quelle est celle qui a la plus grande 
valeur absolue. Rien n’empêcbc pour cela de les diviser 
par sin a sin b, de sorte que la question sera réduite à re- 
connaître quelle est celle des deux quantités cota . cotb et 
cosC , qui a la plus grande valeur absolue, ce qui est 
fort simple, et ne pourrait rester indécis que dans le cas 
où ces valeurs différeraient extrêmement peu l’une de 
l’autre. Du reste, on peut aussi transformer la valeur 
de cosc, afin de la réduire à un produit.* A cet effet on 
pose 

sin b cos Va . 

;; — —ts(p , w angle auxiliaire, 

cosb ^ T O 

et il vient 

cos c = cos b {cos a-\-sin a.tgtp)— . cos {a — y). 
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li est aisé de reconnaître l’ësprit de ces transforma- 
tions. 

L’angle (p n’étant point un angle d’un triangle, il s’en- 
suit qu’il admet une infinilé de valeurs. Soit a sa plus pe- 
tite valeur positive, on aura en général 


Donc 


y = 4-H+a (I. l,pr. 7). 

, cos(a — /fH — a) 

cosc=LCOso ^ ; 

cos (A-H+a) 


mais si k est pair, on peut supprimer 4'H en haut et en 
bas ; si k est impair, celle suppression change les signes 
des deux termes de la fraction; donc on n’a pour cosc * 
qu’une valeur, et on peut prendre pour tp la plus petite 
valeur positive. 

Remajpque. Pour trouver A et B , on peut se servir des 
formules (6), (7), pr. t6, lesquelles donnent 


cotk — 


cota sinb — cos b cos G 


cot B = 


col b sin a — cos a cos G 


en les transformant à l’aide d’un angle auxiliaire. 


PROPOSITION XXVII. 

PROBLÈME. 

Connaissant deux angles A, B, e/ /e côté adjacent c, 
trouver a, b, G. 

On trouvera a, b par les formules de Néper (pr. 17) 

J cos ^ (A-B) ^ 

'ff 2 = î 

cos - (A-HB) 
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2 1 


tiu - (A+B) 


;; 

° 2 


Ensuite 


sinC = 


smc s/n A 


sma 


L’inconnue C donne ici lieu à une discussion analogue 
à celle de la proposition précédente. On se servira à cet 
effet de la formule (14), pr. 16. 

cosC=.s!nA cosc — cos A cos B. 

„ sin B cos c 

En posant — — = tgqi, on trouvera 
cos B 

cosC = — cos (A — œ). 


cos 


9 


Remarque. Pour trouver a et b, on peut aussi se servir 
des formules (8), (9) , pr. 16, en les transformant à l’aide 
d’un angle auxiliaire. 


PROPOSITION XXVIIl. 

. PROBLÈME. 

Etant donnés deux côtés a, b, et l’angle A opposé d 
l’un d’eux, trouver le reste. 


On a 


sin B = 


sin A. sin b 


sin a 


Pour trouver c, C, on peut se servir des formules (1) et 
(6), pr. 16. Mais chacune de ces formules exigeant l’em- 
ploi d’un angle auxiliaire, il sera plus simple de tirer 

~ c et tg - C des formules de Néper (pr. 17). 

Remarque. L’angle B n’étant connu que par son sinus, 
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peut admettre deux valeurs. On discutera ce problème 
plus loin. 


PROPOSITION XXIX. 


PROBLÈME. 

Etant donnés deux angles A, B, et le côté a, opposé à 
l’un d’eux, trouver b, c, C. 

/V . . , smB . 

On trouve — r- .sina, 

sm A 


e, C seront donnés par les formules de Néper. 

Remarque. Ici b est donné par son sinus et peut avoir 
deux valeurs. La discussion suit. 


PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

Fig. 24. Si d’un même point A d’une surface sphérique on mène 
sur un grand cercle FBD qui n’a pas ce point A pour 
pôle, un grand cercle perpendiculaire CAB et différents 
arcs de grands cercles obliques AE, AF et AG, 

J® Z,e plus petit des deux arcs AB, AC sera un minimum, 
et le plus grand sera un maximum parmi tous les arcs 
obliques; 

2° Les arcs obliques qui s’écartent également de part et 
d’autre de l’arc perpendiculaire seront égaux : 

3” Les arcs obliques sont d’autant plus grands , qu’ils 
s’éloignent plus du pied de l’arc minimum , ou qu’ils se 
rapprochent plus de l’arc maximum. 

Soit AB 90°. Prolongez AB d’une quantité A'B égale 
à AB ; tirez les arcs de grand cercle A'E, A'G, AF. 

1“ Puisque AB 90”, ABA' sera 180°; donc dans 
le triangle AÈA' le côté ABA’ est AE-f-A'E. Mais les 
triangles rectangles ABË, A'BE sont égaux comme apnt 
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un angle égal entre côtés égaux; par suite ÂE = À'^, et 
l’inégalité précédente revient à 2AB<]^2AE; d’où AB<^AE. 

Donc AB est un minimum; par suite son supplément 
AC est plus grand que les suppléments des arcs obliques, 
c’est-à-dire que AC est un maximum. 

2° Si l’arc BF = BE, les triangles égaux ABE, ABF 
prouvent que AE=AF. 

3“ Soit l’arc BG ^BE, je dis que AG sera ^ AE. En 
effet, prolongez AE jusqu’à la rencontre de A'G : puisque 
AA' 180°, la seconde rencontre de AE et AA' se fera 
sur le prolongement de AA'; mais d’un autre côté, AG? 
qui est <^kC, est aussi 180°; donc la seconde ren- 
contre de AE et AG se fera aussi sur le prolongement de 
AG : par suite le prolongement de AE passera entre A' et 
G, et coupera A'G en un point H , et l’arc AH sera 180°. 

Cela posé, on a A'E A’H-l-EH ; ajoutant AE de part 
et d’autre, il vient A'E -f- AE A’H 4- AH ; d’ailleurs 
AH AG-f-GH ; ajoutant AH , on a 

A'Hh-AH<A'G-^AG; 
donc A'E-^AE < A'G+AG; 

prenant les moitiés AE AG. 

Donc , etc. 

PROPOSITION XXXI. 

PROBLÈME. 

Discuter les solutions des pr. 27 et 28. 

Le nombre des cas relatifs à chacune des propositions 
étant assez grand, on va tâcher de faire comprendre la 
marche du raisonnement sur quelques-uns de ces cas. 

La prop. 28 se ramène d’ailleurs à 27 par le moyen du 
triangle supplémentaire. 

11 y a un cas d’impossibilité que le calcul indique; 
c’est celui ou s//iB est ^1. La géométrie fait aussi re- rig. 25. 
connaître cela; car soit l’angle A 90°, et AC=:4; 
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soit mené l’arc CD perpendiculaire à AD > on aura êin CD 
= sinb sinA (prop. 16, forra. 2'); mais puisque A 90®, 
CD est aussi 90“ (prop. 16, rem. 2“); donc CD est 

/ an\ • • n sinbsink 

un minimum (p. 29); or, si smBou — . est^ l, 

sina 

c’est que s/n CD est ^ s/n a, c’est-à-dire que CD est plus 
grand que a, ce qui est en effet impossible. Si l’angle A 
est obtus, CD sera ^ 90“, sera par suite un maximum , et 
de s/nB ^ 1, on conclut que a]>CD , ce qui est encore 
impossible. Supposons donc que s/n B ne soit pas ^ 1 . 

Quant à A, il y a trois cas, selon qu’il est inférieur) 
égal ou supérieur à 90°. Chacun de ces trois cas se sub- 
divise en trois autres analogues par rapport à b. 

Fig. 20. Soit, par exemple, A<^90“, ft-\90“. Prenons deux 
demi-cercles faisant entre eux l’angle A, et soit AC = A; 
menons CD perpendiculaire à AE ; puisque A <^90“, CD 
sera aussi 90° (pr. 16, r. 2°); donc (pr. 30) CD est un 
minimum. Pour qu’on puisse former un triangle avec AC, 
A et un côté partant de C et s’appuyant sur ADA', il faut 
que ce côté, d’ailleurs^ CD, ne dépasse pas CA': car l’arc 
CA'^CA; par suite DA’ ^ DA : les arcs menés de C sur 
AA' croissent en s’éloignant de D de part et d’autre; CA' est 
donc le plus grand de tous ceux qui sont menés sur ADA'. 

Ainsi a doit être 180® — b; donc si n ^ 180“ — b. 


Fig. 27. 


ou si a-\-b ^ 180 ’, il n’y a pas de triangle. 

Cela fait, prenons DE = DA. Les arcs menés de C à un 


point de A’E seront tous plus grands que CE = AC z=b- 
Entre A et D il ne tombe que des arcs moindres que AC, 
de même qu’entre D et E. Donc, si b, mais <^180“ — b, 
ily a une solution. En6n, s\a<^b, on trouvera deux trian- 
gles tels que ACB, ACB', où BD = B'D. 

Soit, pour second exemple, A = 108®, A = AC= 118“, 


a — 60“. 
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Puisque A ^ 90“, l’arc CD, mené perpendiculairement 
de C sur ADA', sera aussi ^ 90°, et sera un maximum : 
donc AC est le plus petit arc mené de C sur AD, CA' est 
le plus petit mené de C sur A'D et même sur A'DA : mais 
CA' = 180 — b — 62°, et comme a est 62®, le triangle 
est impossible. Fig, ^6 

Ainsi , en général, après avoir mené de C l’arc CD per- 27. 
pendiculairc sur le second côté de A , on examinera que Iles 
sont les relations de b et des arcs menés de C sur AD et 
A'D. Si a ne satisfait à aucune de ces relations, il n’y a 
point de triangle; s’il satisfait à une seule, il y a un triangle; 
si à deux, il y a deux triangles. Dans le cas où il n’y a 
qu’une solution, la discussion fait reconnaître si l’angle 
B est aigu ou obtus, ce qu’il est nécessaire de savoir, puis- 
que le 'calcul, ne donnant queifViB, ne dit rien à ce sujet 
Du reste, on peut aussi déterminer l’espèce de B, en com- 
parant les angles aux côtés opposés. 

Pour donner un exemple relatif à la pr. 28 , soit 

A = 86“ , B = 64” , u = 48®. 


Dans le triangle supplémentaire on aura 

n'=94», ô'=116“, A'=132. 

Soit l’angle CAD = A', AC = ô'; menez CD perpendicu- 
laire sur A'DA, CD sera maximum; CA' est le plus petit 
des arcs menés de C sur A'DA, et comme A' ^CA', qui 
vaut 64°, on en conclut que le triangle est possible. D’un 
autre côté, les arcs menés de C sur AD, diminuant de D 
vers A, entre ces deux points on n’en trouvera aucun qui 
soit égal à 94® ou a' ; c’est donc entre DC et CA' que tom- 
bera le côté a', quelque part en CB, et comme AC^CB, 
l’angle ABC sera obtus; donc le triangle proposé n’admet 
qu’une solution , et son côté b sera 90°. 


Fig. 27. 
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TRIGONOM^TTRIE. 


EXEMPLES DE LA EÉSOLÜTION DES TRUNGLES SPHÉRIQCES. 

Ex. i. Dans un triangle sphérique on a 
a = 64» 23' 64" , 6 = 48” 18' 13" , c= 72” 17' 28", 
trouver l’angle A. 

. . 1 . I » 

On peut prendre ici soit iin - A, soit cos A, soit 

1 . 


Prenons cos 


1 

2 ' sin b sin c 


d’où 


/og cos 2 ^ ~ 


^\los! sinp-{-l,sin(^p — d)-\-comp, l. sinb-{-c. l.sinc^ 

2p = 185” 8' 35" P = 92” 34' 17", 6 
p_a = 28” 1' 23",5 

, . ( 9,9995622 

Z.«np=| 2 

, . , , ( 9,6719259 

Z.im(p-«)=J J 3g 

c. l. sin 6 = - 0,1 268654 

c.Lsinc~ 0,0210829 
19,8194605 
l.cos^-X=i 9,90972576. 

Dans chacun des quatre log. ou comp. log. employés 

\ 

l’erreur est <[ - . (0,1)^ excepté le troisième, où elle est 
2 

(0,1 y ; donc sur la somme la limite de l’erreur est 
<^2,5x(0,l)7,et pour Z. co«l A on peut prendre 1,5 X (0,1)'; 
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ainsi 

/.cos 1 a> 9,90972261 
<9,9097264 

d’où |a< 36“ 40' 37", 762 et >36» 40' 37", 636 

A < 71» 21' 16",624 et >71» 21' 16 ',072 
Ex. //. Les latitudes et les longitudes de deux points du Fig. 28. 
globe étant connues, trouver la distance de ces points. 

Soit AKA' le premier méridien, KFE l’équateur. A, A 
les pôles; B , C les deux points; ABF, ACE leurs méri- 
.diens; les latitudes des deux points seront FB, EG; les 
longitudes KF, KE; tirons l’arc de grand cercle BC qui 
mesure la distance des points B , G. Dans le triangle ABC 
on connaît les côtés AB, AC, compléments des latitudes, 
et l’angle compris A, mesuré par FE, différence des lon- 
gitudes. On pourra donc trouver l’arc BC. Si les points 
B, C, tombaient de différents côtés de l’équateur, si 
l’arc FE était> 180», les côtés du triangle auraient d’au- 
tres relations avec les données de la question. 

Par exemple, soient les deux villes de Pétersbourg et 
de Nanking. 

Pour Pétersbourg 

BF=69» 66' 23" , KF= 27» 68' 30" 
pour Nanking 

CE = 32» 4' 40" , KE=116» 27' 0". 

Ainsi AB=c = 30» 3' 37" 

AC=Ô=62» r 30" 

et l’angle A = 84» 22' 20". 

Pour trouver le côté BC ou a, un a la relation 
cos a — cos b cos c-\-sin b sin c cos A. 
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Posant 
il vient 


— tg(p=z cos A tpb , 


sinb cosk 
cos b 

cos b 

cos a = .cos {c—(p) 


cos 


9 


Calcul de (p. 

l. tgb = \0,-2U7m 

l.coskz= 8,9915158 

= 19,2662987 

Log. tgb est affecté d’une erreur dont la limite est 
5 : 1 0“ ; de même log. cos A. 

L’erreur de /og tgep est donc<^l:10"; ainsi /og tg y est 
compris entre 

9,2662986 et 9,2662988’. 

Le calcul des différences conduit aux fractions 
9760 9780 

fÏ8Ô’ II 8 O’ 

L’arc donné par la table est 10“ 27' 30"; le tableau (3) 
(p.3) montre que si l’on calcule ces fractions à 0",01 près, 
on aura les arcs à 0",02 près. 

Mais ^ = 8.28- et ^ = 8,28+ 

Donc les limites de (p sont 

ÿ'= 10“ 27' 38" ,26 et y" = 10” 27' 38",30. 

' Si la table indiquait quels sont les logarithmes fautifs en excès, 
les deux limites de I. ig tp ne différeraient que de 1 : 10". 
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Calcul de a. 


On a pour rosa deux limites, qui sont 

^cosbcosÇc — (p") ^ cosbtosU — q/') 

cosa cos a ^ ^ 

cos (p" cos (fl 

los,cosb= 9,6712.327 lof;cosb= 9,6712027 

, . (9,9740774 (9,9740774 

l.COs(c — l. COs{C-(p)= J 

c.l.cosf= 0,0072787 c.l.cos(p= 0,0072786 


9,6526098 


9,6526094 


L’erreur sur logeosb est 5 : 10'"; sur lopcos(c — ç>") 

elle est 1 : 10?, parce que e - : lO? ; de même 

sur c.logcos(p". Ainsi sur le premier résultat la limite de 
l’erreur est 25 : 10"; de même sur le second. 

Donc /og cos a 9,65261006 et ^9,65260915. 

Les tables donnent 63" 17' 50", et les fractions 

1345 1255 

419" 1T9 ■ 


Comme le complément de l’arc tombe entre 20° 40' et 
27°, le tableau (5) montre que si l’on calcule ces fractions 
à moins de 0",001, on aura les arcs à moins de 0",014. . 

Ces fractions donnent 

3'',210H- , 2,996—. 

e H 

Ajoutant au premier 0",014 qu’on ôtera du second, on a 
3'',224 2,982. 

Ces nombres retranchés de l’arc trouvé qui a été fourni 
par son cosinus, il vient 

a8 
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•«> 63” 17' 46",776 
a <63“ 17' 47", 01 8. 

La tliflerence de ces valeurs n’est que de 0",242. 

Cet arc réduit en mètres à raison de dix millions pour 

le quart du méridien donne à peu près 7025624"'+ , 

résultat qui suppose la terre sphérique. 


l'IN l>K I.A Tllir.ONOMHTttir. 
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CONSIÜÉKATIOKS 

SI K LA THLitUlK DES SKI NES 


J'ai donne dans mon Algèbre les premiers principes de la lliéoi io 
des signes ; j’y ai prouvé que si l’on assujellit les symboles néga- 
tifs à un certain système de règles (pages 23 et 153j, les résnltals 
que l'on trouvera seront exacts et rigoureux, soit absolument 
parlant, soit relativement aux convenlious en vertu desquelles 
les symboles négatifs sont introduits dans le calcul. Que si l’on 
emploie les signes pour exprimer quelque relation particulière, 
comme dans l’application du calcul à la géométrie, il faut de 
nouvelles explications; aussi trouvera-t-on dans la Trigonométrie 
(p. 327 j les raisonnements nécessaires pour légitiruer l’emploi 
des symboles négatifs; reste la Géométrie analytique, et c’est 
à cette dernière partie de la science que sont consacrées les pages 
qui suivent. 

Je commence par y établir de la manière la plus générale les 
formules de la transformation des coordonnées ; après cela Je 
montre que la convention en vertu do laquelle on représente l’op- 
position de direction par celle des signes , conduit toujours à des 
résultats vrais. Je termine par les coordonnées polaires, au sujet 
desquelles j’ai été conduit à des idées que quelques lecteurs au- 
ront peut-être de la peine à admettre; si l’on m’en prouve la 
fausseté, je reconnaîtrai que j’ai tort. 

.§1. Coordonnées rectilignes. 

On démontre dans les traités de géométrie analytique que moyen- 
nant les conventions faites sur la manière de représenter, et de 
distinguer les uns des autres, les points du plan, l’équation 
y = ax-i-b a pour lieu géométrique nue droite indéfliiie, quelles 

28. 
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que suient les parties du pUu sur lesquelles elle s'élendc. Voilà 
Fig. 1. un premier rcsullal : il nous servira à élablir en toute généralité 
les formules de la transformation des coordonnées. 

Eu nommant a, b, les coordonnés do O' r.ipporté .tux axes Oor, 
Oy, on sait que pour un point B, on a 
' (1) y = b+y' , x=a-i-x‘. 

V 

formules qui servent à passer d'un système Ox^ Oy à un autre 
système d’axes respectivement parallèles aux premiers. Nous allons 
prouver que ces formules sont générales, et d’abord relativement 
à la position dn point O'. Faisons mouvoir le point O' sur Ay' ; 
tant qu’il sera entre A et F, on aura entre BD, BC et CD, la 
relation 

BD = CD-i-BC ou y=b-hy'. 

Si O' vient on O" , on a BD = C'D— BC' . . . ; or ici BC — ÿ' 
d’où y — b-i-y . 

Dans le cas où O' se confoudrait avec A , on aurait b = o; donc 
encore ÿ = b-H/'. 

Enfin si O' vient en O'", on a BD = BC" — C"D; mais ici C"D=— ft 
donc y = b+y , 

Dans toutes ces hypothèses, x, a , x' . n’ont pas changé. Donc 
les formules (1) sont vraies quelle que soit la position du point 
O' sur la ligne 0’y‘. On peut donc admettre que O'x' est une 
parallèle quelconque menée à la ligne Ox. Or on prouvera en- 
core que le point O' peut occuper sur cette droite O'x' une posi- 
tion quelconque; donc ce point O' pouvant occuper une position 
quelconque sur une droite quelconque parallèle à Ox, est un point 
quelconque du plan. 

Les formules (1) sont donc prouvées pour toutes les positions 
du point O'. Afin de les prouver pour toutes les positions de B, 
Fig. 2. supposons (fig. le point O placé d’une manière quelconque, 
et admettons qu’au point B ou ait démontré queÿ=lH-!/' , x = 
a+x'. Par ce point B menons une droite quelconque indéfinie BE ; 
les formules (1) sont vraies pour tous les points de la partie CD de 
celte droite; soit i/ = fcx-M l’éfluation de cette droite rapportée 
à Ox, Oy; il s’ensuit que la partie CD, rapportée à Ox', Oy‘, 
aura pour équation 

(2) y'+b = k 'x -t-u) -l-l. 

Mais pour toute autre partie du plan , il est évident que parmi 
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les quanlilés y, 1/ , b, il y en a toujours une dont le module est égal 
à la somme des modules des deux autres ; de même pour x,x . a. 
On peut donc écrire en général y = my'-t-n6 , a: = m y' + n'o, les 
quatre indéterminées m, n, m'. n' étant égales soit à+1 , soit à— 1. 
Ainsi les diverses parties de notre droite , autres que CD, auront 
des équations de la forme 

(3) mij -^-nb = k (m'x' -hn'a) -i-t. 


D'un autre côté, il est prouvéque toute la droite est déterminée 
par une seule et même équation , donc les équations (2) cl (3) doi- 
veut être identiques; mettant (3j sous la forme 



n { n 

— aItH — b. 

m mm 


et comparant avec (i), un n 
» 


m n l nb , , 

k= - k , — ak-i =l-t-ak-6. 

m m mm 


d’où 


Ensuite comme k et I doivent rester arbitraires , on aura 


m 


a = a , 


m 


= 1 



d'où tn=l, n = l, wi ' = 1, n — 1. 

Donc en tous les points du plan on a les formules (Ij. 

Considérons le cas général où l'on change A la fois l'origine 
et la direction des axes; cette transformation peut se décom- 
poser en un simple changement de direction , suivi d’un simple 
changement d’origine ; comme ce dernier a été traite complète- 
ment, on ne s'occupera que do premier. 

Soit r l'angle des anciens demi-axes positifs; » l'angle x'x , u. pj,r. 3, 
l’angle yfx. Voici comment nous définirons ces deux angles; on 
supposera que la ligne Oa; tourne autour du point O, en tendant 
à décrire immédiatement l'angle yOx; lorsque celle droite mobile 
sera confondue avec Oa; , elle aura décrit un angle <ou> 180° ; 
que nous nommons u; de même par rapport à x'. 

Cela posé on démontre sur la figure 3 que 

^ y sin» -t- X sinx x — ysin{r — *')+x'sin(^r — a) 

tin T ’ sm T 
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Dans ces formules l'angle a' peul être plus petit que l'angle x, 
quoique la ügurc suppose le contraire. Pour s’assurer de celte 
extension de nos formules , il sufOt de remarquer qu’elles ne 
changent pas si l’on remplace y' par x , x par ee.et réciproque- 
ment. 

La figure suppose les angles a et moindres que 180’ et même 
moindres que t. Nous allons successivement écarter ces restric- 
tions. 

Fig. 4. Supposons a = a5 0j!'<T, et *' = ÿ’Oa!> t, mais <180'; soit 
pris uu point B, sur lequel on fera la construction ordinaire, 
il viendra 

ÿ = BF-(-ED 
æ = OE - FI) 

Le triangle ODE donne 


OE = 


OD *iin ODE x sin (r — 

smOED ~ IZTT 


ED 


Dans le triangle BFD, on a 


BF = 


y sin BDF 
sin T 


y sin x' 
sin T 


Car BDF =180 — T. 


y sin DBF y sin(^x ‘ — t) y'sin[r — « ) 

sin T sin T sinr 

vu que DBF = ÿOÿ' = «'— r. 

Au moyen de ces valeurs, y et aj prennent les valeurs (4). 

Fig. 5. D’après la remarque faite ci-dessus , elles soat encore exactes 
si « <T et «> T mais <180°. 

Supposons en second lieu x > t el x > t . mais tous les deux 
<180', nommons «’-'i, T,, les suppléments de nos angles, de 
sorte que 

ce, -H a = 180", « , -t- «' = 180», T -I- T, = 180”. 

Admettons que l'on veuille transformer les y et les (—x) en 
)' cl X' . on aura, en vertu des formules 4, et vu que .« <ti, 
<r, , 
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y sinjri - a ij-t-x 5m(Ti - «i) 


Or ït'n«, , = sina, Jin = jina',, iinr, =sin t : 

5in (j-,— a, j = _»in(T— a ) . sin (t, — ~ sin (t—x) 

La substitution de ces valeurs dans (5) reproduit (4). Fig. 6. 

Considérons (f. 5) le cas où l’angle »' est > 180° et l'angle > 

<180. Prolongeons Oy' vers — y', nommons x', l'angle —y' Ox, 
et transformons les y, x, en ( — y‘) et x . Les formules (4) sont ap- 
plicables et donnent 

— y ji'n *r-t-x'tiFi « _ — y'jin(T— «i‘)-|-x'jmfT— «) 

("y y — : • ^ — ■ ■ ■ . — 

jin r sm T 

mais — 180° ; d’où 

sin * 1 = — lin «' , lin (t - x' ,) = — lin (t — x ) 

et les formnles (6) se changent en (4). 

Reste enfin (f. 7) le cas où x et x' sont tous les deux plus grands Fig. 7. 
que 180°. Ici on transformera y et x en f — y'), (—x‘); posant 
x'i = *'— 180, xi = a — 180° , on aura 


, —y lina, '—x'imx, _ 

7) y = — !■ , X = 

" tirir 


— y'iin(r— «/)— x'itnCr — x, 


Oriinx,' = — lin x' , iinx,=; — iinx 
sin T — x,') = — lin r— X') , iin(r — x, )= — itn(T— a}, 
et f7) reproduisent (4). 

Yoilà les formules (4^ démontrées en toute généralité, quant 
aux angles; reste i les vérifier quant à la position do point sur 
lequel on raisonnne. A cet effet (f. 2) , on mène par le point B 
une droite quelconque CD; pour toute la partie CD les formules 
(4) sont prouvées; écrivons-les sous la forme 

y = oÿ'-(-6x ,x = cy-t-dx'. 

Dans toute autre partie du plan, les y et x se décomposeront en 
parties proportionnelles à y' et x ; car il y aura partout des trian- 
gles analogues à ceux qui ont servi au calcul de y et de x. Ainsi 
on peut poser 

" y = my-t-nx , x = py-t-yx . 

Prenons encore l'équation de la droilc CD 
y z= kx+l ; 
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pour la partie CD, on aurait 

ay'+bx'-= kcy'+kdx -i-l 
et pour une autre partie 

my'-^-nx = kpy +kqx-i-l; m, n, p. q étant inconnues. 

Mais ces deux équations doivent être identiques, et comuie le 
terme indépendant des variables est commun , il faudra que l'on ait 

a—kc—m—kp 
b—kd=n — kq. 
k est quelcouque ; donc 


a = m. 6 = n, c = p. d=q. 


Fig. 8. 


Donc enfin rien ne limite la généralité des formules (4). 

Je passe à la théorie des signes. Ainsi que je l’ai rappelé, on 
prouve que l’équation y = ax-i-b représente toute la droite; de 
plus, au moyen des conventions relatives aux signes et des règles 
auxquelles ces signes sont soumis en algèbre, les formules (A) 
conviennent à tous les points du plan. Or , c'est là le biit qu’on se 
propose dans l’emploi des signes, c’est-à-dire qu’on a pour objet 
de renfermer tontes les parties du plan dans un seul et même 
système de formules. Ce but est rempli, comme nous allons le 
prouver en général. 

A cet effet , je distingue deux cas : ou l’on donne une équa- 
tion F (x, y) = 0 dont il s’agit de construire le lieu , ou bien on 
définit un lieu dont il faut trouver l’équation. 

Dans le premier cas, supposons le lieu trouvé: il est prouvé 
par ce qui précède que ce lieu se retrouvera de la même ma- 
nière , quel qne soit le système d’axes auquel on le rapporte par 
la transformation de coordonnées. Donc , etc. 

Dans le second cas supposons qu’on définisse un lieu ; que pour 
en trouver l’équation , on ail adopté les axes Oy et Ox, et qu’on 
ail raisonné sur le point M ; soit F (x, y)=0 l’équation trouvée; 
supposons qu’en la construisant, on trouve la courbe MKM'; 
je dis que le point M' satisfait par rapport aux données de la ques- 
tion aux mêmes relations de position que le point M ( sauf le cas 
où l'énoncé môme de la question exigerait qne les points de ce 
lieu soient renfermés dans un espace limité ABCD , et dans ce 
cas les points de l’arc compris dans yOa; ne satisferaient pas non 
pins tous à la définition). 


Digilized by Coogle 



NOTE. 


44 1 

En efTcl, soient menés les axes O'x',0 t/‘ respectivement parallèles 
à Ox, Oy, de façon que l’angle y 0‘x comprenne le point M ; soit 
O'I — a, 01 = é; on a en général 

x' = a+x, y' — b-hy. 

Si en raisonnant sur le point M on avait pris pour axes les lignes 
O y', 0‘x‘, pu lieu de l'équation F(x,y) =: 0 . on aurait évidemment 
trouvé F (3:' — a, y' —6) = 0, et tous les points de l’intérieur de 
l’angle y'Ox', qui satisfont à cette équation, feraient partie du lien 
géométrique défini. Or, je dis que le point M' y satisfait ; car si en 
M ou a X = —k, y — — I, do sorte que F ( — k.—l) = 0, on a aussi 
x‘ = a — k , y‘ — b — i, valeurs positives qui substituées dans 
O, y —6j = 0 donnent l’identité F( — k, —l) = 0. Donc le point 
M' est un de ceux qui satisfont à la déflnition donnée. 

Il est donc prouvé que lés conventions relatives aux signes ne 
peuvent conduire qu’à des résultats vrais, soit absolument, soit 
relativement à ces conventions mêmes, et dans ces conventions 
sont comprises les règles des signes , ce que l’on remarquera de 
la manière la plus saillante surtout dans la dernière partie du rai- 
sonnement , car nous avons substitué d’un côté x= —k, y = — { 
dans F(x,y)=:0, de l’antre a—k, 6 - 1 quantités positives dans 
F(x — a. y — bj = 0;ces deux substitutions conduisent, dans tous 
les cas, aux mêmes résultats , si l’on admet les règles des signes 
par rapport aux monomes négatifs isolés. Du reste ces règles sont 
déjà nécessaires dans la discussion de l’équation y =3 ax-hb . fonde- 
ment de toute notre théorie des signes ; elles le sont encore dans 
les formules de transformation. 

§ 2. Les coordonnées polaires. 

Supposons le pôle à l’origine des x et y; soit * l’angle que la pjg, 9. 
ligne fixe OF fait avec l'axe Ox, v l’angle variable AOF, f le rayon 
vecteur OA. On a ■ 

«lin ( r ■ U — a) 

X = 

jtn T 

y _ gsm (^--1-,») 
sin T 

Pour établir la généralilé de ces formules , je considère d’abord Fig. fO. 
le cas où l'angle a est nul; les formules sont alors 
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( 2 ) 


X = Z 

j(n T 


;»’nu 
»in r 


Prenons acluellemenl le point A' , on a « = A'OA ; posons «■ = ' 
( -x) OA' ; si en ce point on veut transformer les {—x) et y en ç 
et w , on aura (en posant (-x) Oy=r,) 

jsfr»(Ti — »>i) (tin «' 

~ * jifiT, ’ ^ “ Jin T- 

mais sinTi=sinT, sin , = sin 0 / , tin(r,— »i) = — sinfr — wj 


Pig. 11. 


et l'on retrouve les formules (2). 

On raisonne semblablement pour A ' et A'". 

Soit maintenant Ox' la ligne Use, posons T = yOx et r =yOx‘. 
Pour transformer y' et x' en ç et ai , nous avons en toute généra- 
lité 


Uin(T‘ -u ) , _ (iin« 

sin r ' ’ ^ jin T ' 


Mais d'un autre côté, pour transformer les x', y' en y el x. 
il faut reprendre les formules (4) S 1, y faire *'=t, t'=i— a, 
ce qui donne 


x'sm T 

== • . y = 


y'-i- 


x'sin a 
sin T 


cl par substitution 


fJin (t — « — «) 
^ sin T 


çsinai (sinxsin(T ‘ — 
sin T sin T sinr' 


f sin ai sin r-*- sin «sin (t' — «) 

— ’ et comme t=t -t-x 

sin T sinr' 

sinuisinT'eosu-+-sinu>cos T'sinix+sinasinr'cosuj — sin«cosT'sin 10 

^ * sin T sin t' 

Çsin((.--l-«) 

sin T 

Voil.à donc les formules (1) généralisées complètement. Uicn 
n’eropôche de changer aussi d’origine. 
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Les coordonnées polaires présentent par rapport aux coordon- 
nées rectilignes des difTérences remarquables. 

D'abord nons supposerons que l'on admette des angles et des 
rayons vecteurs positifs et négatifs. Qnant aux angles soit OR f >g. 12. 
la ligne fixe, O le pôle; on peut dans le plan donné faire mou- 
voir la droite OR autour du point O , dans denx sens , et faire 
décrire à son point A , soit l'arc AB, soit l'arc AC. Nous regar- 
derons comme positif l'on de ces arcs ou l'angle qu'il mesure , 
et nous ferons entrer l’autre dans le calcul avec le signe — . De 
plus , nous admettrons que l’angle ou l'arc varie do 0 à - 4 - as et de 
0 à — X . 

Peur le rayon vecteur, soit AB la valeur de l'arc : la direction 
qu'il détermine est DD'; si sur cette direction on considère le 
point D, on dira qu'en D, on a 

Ç =-t-OD , bj — Xh ou ui=r AOB. 
tandis qu'en D' , on aura 

OD, («; = AB. 

Il s'ensuit qu'un point donné a une inflnité de systèmes de coor- 
données polaires; car soit k un nombre entier, positif ou négatif 
le point D sera déterminé par les équations 

ç = -4-OD, o/:=2i»-HAB 
ou par — 01) , (O = (2i-t-l)::-(-AB 

ou bien par ç =-t-OD avec (w -AB) (w 2.t— AB) (w— 4- AB)... 

XCw-l-'iT-AB) — AB) =0 

et ç= — Oü avec («/— TT — AB) (w -S t — AB) X • 

X(<«;-t-s — AB) (w-t-STT— AB) =0. 

Les coordonnées de l'origine sont f=0, 

Dn même lieu géométrique pent avoir plusieurs équations diffé- 
rentes; c'est ainsi que la droite B0 est déterminée par chacune 
des équations 

«O— AB = 0, 10 — 2?:— AB = 0.... 
ou par l'éqiialion unique 

(u> — AB) (to— 2;r— AB) cIc =0. 

Or, nous appellerons lieu d'une équation l'ensemble de tous 
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les points, tels, que l’un au luoins des systèmes de coordonnées 
polaires de chacun de ces points satisfait à l’équation. 

Cela posé , je vais prouver qu'étant donnée une équation en x. y; 
si on la transforme en coordonnées polaires, au moyen des for- 
mules ci-dessus. Je lieu de cette équation polaire sera précisément 
le môme que celui de l'équation donnée entre x et y. 

En effet pour obtenir la transformée , il sofQra de substituer à 
la place de x et de y les valeurs (t). Or (ûg. 9^ faire dans la trans- 
formée ç = OA (0 = AOF-t-2t:r ou -r , avec i»/=AOF-l- 
fain-l)?!, revient absolumeut au même que de faire dans la pro- 
posée X = OC , y = AC. Pour le reconnaître soit 

(2) Ffx, y) = 0 

l'équation du lien ; la transformée en coordonnées polaires sera 
(sin(i — ce — (ti) çsin(cc-\-w) 
siriT xiriT 

■ Et si dans celle-ci on fait ç = OA , AOF-l-liît, «= FOx. 
T= yOx on trouve 

F [OC , AC] = 0. 

Comme si dans (i) on faisait x=: OC, y = AC. 

La réciproque a également lieu. Il s'ensuit que notre manière 
de considérer les coordonnées polaires, soit quant aux signes, 
soit quant aux valeurs , est d’accord avec les principes établis pour 
les coordonnées rectilignes. Cependant si sur la transformée on 
effectue certaines opérations , il peut se faire que l'on supprime , 
ou que l’on introduise par là des solutions, de sorte que les deux 
équations, l’nnc en x, y, l'aulre oo|, w, ne seraient plus d'ac- 
cord , ce qui du reste n’infirme en rien le principe. 

C’est ainsi qu'il peut arriver que lors de la substitution on soit 
conduit à introduire ou à supprimer des facteurs communs aux 
deux termes de certaines fractions, etc. Par exemple, si l’on 
prend l’équation 

(3] [x’-l-y'— x]’ - 2(x’-l-y’j 

laquelle est satisfaite par x=0, y = 0, et qu'on y substitue les 
valeurs (l) avec * = 0, t = 90, il vient 

f’[ç— cojii’]’ =2’’ 
supprimant le facteur , on a 

[ç~costc]’ — 2 
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qui u'adinel plus l'origine ; car pour j ^ 0 , elle donne cos’w — î, 
ce qui est impassible. 

R6ciproqucincnl si l'on pari de 


les formules 
donnent 


i^—cosuty =-2 
X — ^cosu, y =: çn'iui; 

î»=x’-+-î/’, cosw= 

K 3!'+y’ 


et l'on trouve 


rj/x’-t-y’— _f_'l’=2. 
L V J 


équation qui n'est pas absurde si l'on j fait x = 0 , y = 0 ; si l'on 
y chasse le dénominateur, on retrouve celle d’où l'on est parti 
plus haut (3); mais on aura multiplié par y sr’-t-y’, ce qui revient à 
multiplier (4j par ç , et par suite à introduire la solution $ = 0, 


0 



Actuellement la nature des coordonnées polaires reconnue , il 
peut se faire que deux lieux géométriques passent par un même 
point , sans que les équations de ces lieux aient une solution com- 
mune , quoique ces équations déterminent ces mêmes lieux com- 
plètement. En effet soient ^ = a, on des systèmes de coor- 

données d'un point que je nomme A ; un lieu passant en A peut 
avoir plusieurs équations , dont chacune le détermine complète- 
ment; or, il arrivera qu'une seule de ces équations sera satisfaite 
par( = a, 10 = un autre lieu passant en pourra aussi avoir 
plusieurs équations, et si parmi ces équations on en prend une, 
elle peut fort bien n’élre pas satisfaite par ÿ = =::(*, mais 

par ç = a. ui = «-t-27t , on ç = a. u = x-t-4rr , etc., ou { = — a, 
w = etc. 

C'est ce qui a lieu pour les deux lieux 

{ = tn. w 

dont le premier est une droite passant an pôle, le second une 
spirale. Tous les deux passent au point (o = ç 

coordonnées qui ne satisfont pas à w — « = 0. 

Si l’on prenait pour équation de la droite , l’équation à laquelle 
satisfont toutes les coordonnées do chacun de ses points, et do 
môme pour l’équation de la spirale , ces deux équations seraient 
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— H){u—x — r) (u~a-2r).... 

(^—mui) [ç— [{— m(w+2:r)]etci., = ü , 

El ou trouverait que chacune de ces équations est satisfaite par 
tous les systèmes de coordouuées de chaque point commun. 

l’our que deux équations en w et ^ donnent le même lieu, il 
n'est donc pas du tout nécessaire que ces équations soient iden- 
tiques. 

Comme cette question pourrait offrir peu d'inlérél et qu’elle 
exige des détails assez longs, j'en supprime la solution. 


« 


nx DK l.» >OTK. 


iarJ 
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GÉOMÉTRIE. 

Pages. Lignes. 

il 21 ajoutez : qui se coupent sur la circonférence. 

IM la au lieu de CB liiez à CB. 

11.5 Z en rem. au lieu de I liiez L. 

130 4 en rem. au lieu de 0.00301 lisez 0.0301 . 

Id. 3 en rem, ou lieu de 0.003 lisez 0.03. 

136 21 ou lieu de \/ï : 1 liiez 1 : 2 

143 la ou lieu de à AB lisez AB. • 

145 av. dern. ou lieu de EDF lisez EHF. 

1R3 2 en rem. ou lieu de 180° lisez 360°. 

233 13 en rem. ou lieu de point D lisez sommet. 

282 etc. augmentez de deux unités les indications ; Og. 226 , 

230,231. 

266 ' I au lieu de ABCDO lisez ABCD. 


TRIGONOMÉTRIE. 


333 

6 en rem. ou lieu de V' — l.sin-o lisez \/ 1- 

334 

av. dern. 

ou lieu de (3) lisez (4). 

338 

3 

au lieu de x—ij lisez x+y. 

W. 

4 

au lieu de a;-H/ lisez x—y. 

330 

15 

au lieu de (2) lisez (3). 

341 

dern. 

lisez Xi — lin 

342 

3 

lisez ajj — iin...‘.. 

350 

3 

ou lieu de < a lisez < o. 

Id. 

6 en rem. ou lieu de lisez 1/ H-. 



1 . 1 

353 

1 

au lieu de -a lisez tg —a. 

.367 

13 en rem. ou lieu de sin 1 lisez sin . 

Id. 

8 en rem. ou lieu de lisez kx,. 

368 

a 

au lieu de lisez 

422 

6 

ou lieu de A > lisez 2A >. 
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